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RESPUESTAS DE SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN

Sistema de segundo orden: es aquel que posee dos polos en su funcion de transferencia.
Fisicamente este sistema puede representar un circuito RLC paralelo, acoplamiento de dos
tanques, tanque con sistema de calentamiento/enfriamiento, sistemas de masas inerciales,

etc.

Genericamente cualquier sistema dindmico lineal de segundo orden se puede representar
por la siguiente ecuacidon diferencial ordinaria lineal:

d?y dy

oy dt

a9 7 + apy = bu(t) (con a,, a,, a,y b constantes)
ar

Frecuentemente se acostumbra escribir esta ecuacion como:

+y = HKul(t)
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fE . €l b .
r o= J—=s AT = — /W = — (suponiendo a, # 0).
v (1 ' oty (I

Aplicando la Transformada de Laplace m.a.m. a la ED:

d?y dy .
ﬁ( ) + 2¢T ﬁ(dt)—l—ﬁ( ) = KL(u)

At 2
™ (%y(s)) + 27 (s y(s)) +u(s) = Ku(s)
2 9 i . y(s) k
A+2e2 1 9 e _ q) S e
y(s)|rs” + Ars +1] Kufs) 9s) u(s) 7252 + A5+ 1

Vemos que g(s) no tiene ceros, pero tiene dos polos dados por las raices del polinomio caracteristico.
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Donde: 2T + VACTE — 472

Los parametros K, {, 7, caracterizan la conducta de los sistemas de segundo orden y se definen como:
K = ganancia.

C = factor de amortiguamiento.

T = periodo natural.
Suponiendo que tanto r como K >0, el tipo de raiz (real o compleja) esta determinada por los valores del
parametro ¢ segun:

(> 1 — se tienen 2 raices reales diferentes.

{ < 1 — existen 2 raices complejas conjugadas.

(=0 — tenemos 2 raices complejas.
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OBSERVACIONES

* 1/ = w, = denota la frecuencia natural, el cual es un indicador de la rapidez de respuesta.
» (= es el factor de amortiguamiento, el cual proporciona una idea del grado de oscilacion

de la respuesta.
* El comportamiento dinamico de los sistemas de segundo orden, pueden describirse en

términos de los parametros @, y ¢
Para facilitar el analisis se realiza el siguiente cambio de variables:

4 2
K =w,

w,=1rt — 0’=17 — =1/w,/’

R ‘1. 2 Funcion transferencia
q { E} o ] {""' } o N y (S ) . # estandar de segundo
J\9) = N 9.9, 0r-. e 2  orden en funcién de
9 u(s) rest+ 2ts+ 1 (s} s tlio st
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RESPUESTA TRANSITORIA ANTE UNA ENTRADA
ESCALON UNITARIO

Se presentan tres casos:

(1) Caso subamortiguado (0<¢ <1): los polos de lazo cerrado son complejos
conjugados y yacen en el semiplano “s” izquierdo.
En este caso se escribe: y (s)/u(s)

2

y(s) _ ,
u(s) (+co,+jo,)s+cw,—jw,)

2 M (11 . - 7
donde ®@;=®,/1-¢" se denomina “frecuencia natural amortiguada”.
Si u(S)es una entrada escalon:

2
Q

n

(s’ +2lw s +w))s

y(s) =
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Utilizando fracciones parciales

) e L —
s (s+lw,) +o;, (s+lw,) +w;

Aplicando Laplace:

- S+l _

[ 52” ,|=e “Onl cos w1
_(S+é/a)n) TOg

i 0 _

[ < l=e “Onl sen w1
_(S+é/a)n) +a)d_

Se obtiene la salida en el tiempo

_ 2
e o A1=C

y(@)=1- W sen| w,t +tan~
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OBSERVACION:

» Si la senal de entrada de tipo escaldén, no fuese unitario (A/s), la expresion de la
respuesta debe ir multiplicada por la amplitud del escalén (A).

« En la ecuacion de la respuesta y(t), se observa que la frecuencia de oscilacién
transitoria es la frecuencia natural amortiguada w, y que, por tanto, varia con el factor

de amortiguamiento ¢

* La seinal de error para este sistema es la diferencia entre la senal de entrada y la senal
de salida, y resulta:

— _ — -': nf C .
€y = Uy — Yy =€ “ (CDS wgl + m SeN wyr|, para f= 0

I

» Esta senal presenta una oscilacion senoidal amortiguada. En régimen estacionario (t
= «), no hay error entre la entrada y la salida.

«Para ( = 0, la respuesta se vuelve NO amortiguada y las oscilaciones continuan
indefinidamente. Para este caso la salida nos queda:

Y(t) =1 = ¢os Wy, parar= 0
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(2) Caso de amortiguamiento critico ({ =1):

en este caso se tienen dos polos reales iguales e y(s), ante un escalén
resulta:

2
Q

n

2
(s+w )°s

y(s) =
Aplicando La Transformada Inversa de Laplace, la respuesta temporal resulta:

yt)y=1-e " (1+w,t) (t=>0)
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(3) Caso sobreamortiguado (& >1):

en este caso se tienen dos polos reales negativos y diferentes. Para una
entrada escalén, y(s) es:

a)l’l
V)= (s+¢w + @ 1) s+l - AL —1)s

Aplicando La transformada inversa de Laplace a la ecuacion resulta:

PO =1+ 1 o Do _ 1
2N -1+ E ) 2\EE-1(6 =g 1)

Cuando  es >> 1, uno de los dos exponenciales que decaen disminuye mucho mas rapido que el otro, por lo
que el término exponencial que decae mas rapido puede despreciarse (corresponde a una constante de
tiempo mas pequeina). Para este caso la respuesta temporal resulta:

e—(C—\/Cz—l)wnt

V) =1 =6~ VE - Dow para t = 0
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Respuesta al escalén para sistemas de segundo orden para diferentes valores del coeficiente
de amortiguamiento ¢ .

2

1.8 -
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ESPECIFICACIONES DE LA RESPUESTA TRANSITORIA

Las caracteristicas deseadas de un sistema de control, se especifican en términos de
cantidades en el dominio del tiempo. Normalmente se especifica la respuesta transitoria segun
una entrada del tipo escalén unitario.

1. Tiempo de retardo, t;: tiempo requerido
c(t) 4 . N para que la respuesta alcance la primera vez la
Tolerancia permisible mitad del valor final.

2. Tiempo de crecimiento, t.: tiempo

requerido para que la respuesta pase del 10 al
90%, del 5 al 95% o del 0 al 100% de su valor
final.

3. Tiempo pico, t,: tiempo requerido para
que la respuesta alcance el primer pico del

sobreimpulso.

4. Sobreimpulso (%), Mp: es el valor pico
maximo de la curva de respuesta, medido a
partir de la unidad.

5. Tiempo de establecimiento, t : tiempo que
se requiere para que la curva de respuesta
alcance un rango alrededor del valor final. Por
lo general, de 2 a 5% y permanezca dentro de
él.

12
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OBSERVACION:

« S1 el valor final en estado estable de la respuesta es diferente de la unidad, es comun usar
un porcentaje del sobreimpulso. Se define mediante:

Porcentaje de sobreimpulso = = c(tp) = c(*) % 100%
c(*)

El valor del maximo sobreimpulso (%), nos da una idea de la estabilidad relativa del
sistema.
* Al especificar los valores de ty, t, t,
respuesta.
* No todas las especificaciones son frecuentes en los sistemas de control. Para un sistema
sobreamortiguado no se aplican los términos t, y M.
* En algunos casos es necesario que la respuesta de un sistema sea lo suficientemente
rapida y amortiguada, para estos casos { = 0,4 a 0,8. Para valores de { < 0,4 producen
excesivo sobreimpulso M, y para valores de > 0,8, el sistema responde muy tardiamente.

t; ¥ M,, queda determinada la forma de la curva de

13
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SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN Y ESPECIFICACIONES DE LA
RESPUESTA TRANSITORIA

A continuacién describiremos las especificaciones de sistemas de 2do orden en términos de (y o,

y(t)=1- isen w,t+tan™ —“1_52\ (t>0)
J1-¢7 & )

Tiempo de crecimiento “t.”

La respuesta de un sistema sub-amortiguado era:

Si hacemos y, = 1, obtenemos:

w
1 w, T - . - / *
- | ¢
'Er = — tan 1 — (Tiempo de crecimiento) |
T_21"%

Donde sabemos que: W ] - { |

i

1

I B

Y

2
w,; =0, 1— é/ (frecuencia natural amortiguada)

b

Es facil observar que para un valor pequeiio de i:r, wn debe ser alto.

14
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Tiempo de pico “t”

Si derivamos y, con respecto del tiempo y la igualamos a cero se llega a:

di: Ee | cos w4t + : sen wdi) + g b !+ 7 cOs Wyt
i Vie ti\wasen wa + =

Los términos de coseno de esta ultima ecuacion se cancelan uno al otro, por lo que la ecuacion evaluada en t = t, se
simplifica a:

dy

y ~Lwts — ) —’senwdrp=ﬂ—>wdfp={3'.ﬂ:-lﬂ'r3m-~-
[

= (sen wyty) 7—% €
= by
=1y 1-

Dado que el tiempo pico corresponde al primer pico de sobre impulso maximo, entonces w,,.t, = .
Por tanto:

[ = === (Tiempo de pico)

El tiempo pico t, corresponde a medio ciclo de la frecuencia de
oscilacion amortiguada.

15
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Sobreimpulso maximo “M,”

se presenta en el tiempo pico (t = t, = w/ wy). Por tanto, Mp se obtiene como:

Mp — Yp)© 1

— e-;{unfmlmi}(cUS by ?l—c_—f;!-‘:ﬁll I)

— E—[ﬂ'fm.;]ﬂ' - E-—{f.'f‘-ﬂ - )=
Donde: O = é/a)n (Atenuacion)

Si la senal de forzamiento es “no unitaria”, por ejemplo si el escaléon posee una amplitud “A”, tenemos que:

M, = A,E—'{afw.:}:r =A. V1 -P)a
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OBSERVACIONES PARA SISTEMAS

SUBAMORTIGUADOS
1 ! ! ! ! !
;’ 2 . Respuesta dinamica.de un sistema de . ,
-14 [ A E!_ |I I : .................. Segundo Grden Subamor.tl,guﬂdﬁ para ...... — d La VCIOCldad de Calda de la

dlstlntos Valores del factor de ;

5 10 15
t,=20,5 [seg] p/ {=10,2

A
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30

respuesta transitoria depende del
valor de la constante de tiempo
CCTﬁ).

* El tiempo de establecimiento
“t,’, para un sistema apenas

amortiguado, es mayor que para
un sistema muy amortiguado.

T = 1_. (Cte. de tiempo)

{wy
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OBSERVACIONES PARA SISTEMAS
SOBREAMORTIGUADOS

ePara  un sistema sobre
amortiguado, “t,” se hace grande
debido a la tardanza en la
iniciacion de la respuesta.

 Cuanto menor es la cte. de
tiempo “T”, mas rapida es la
velocidad de respuesta y por lo

i i/ .
Tl : .
I/ segundo orden sobre amortlguado para tanto un tiempo t, menor.
04 1if R e distintos valores-del factor de - - - A =
i ,-"I-" : amortlguamlento | ’
_..||..\||I .......................................................................................... —
i
(i 5 i i 5 5
.II::,III.. ........... i....-...-.-.-.-..i ................ i-.-.-.....-...-..i ................ : ............... = T= 1 (Cte. detiempo)
______________ L w,
i 1 i 1 1
5 10 15 20 25 30
Tiempao
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COMPROMISO DE DISENO EN SISTEMAS
DE 24 ORDEN

Recordemos que: -

Para asegurar una respuesta transitoria aceptable: '

1- El coeficiente de amortiguamiento { no debia ser demasiado
pequeno.

2- La frecuencia natural no amortiguada ®,, debia ser grande.

3- Por otro lado, para asegurar un error estacionario aceptable, se
podia lograr aumentando la ganancia K del sistema.

;Pero en estos casos la respuesta se hacia muy oscilatoria, aumentando el maximo
sobreimpulso!.

Entonces de lo expuesto surge la necesidad de llegar a un compromiso entre el valor del error
estacionario y el maximo sobreimpuiso.

19
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CONCEPTO DE ESTABILIDAD DE UN SISTEMA

Para que un sistema de control tenga un valor practico, su principal condicion es que
sea estable.

Recordemos que:
Un sistema fisicamente estable es aquel en el cual los transitorios decaen, es decir, la
respuesta transitoria desaparece para valores crecientes en el tiempo.

Supongase un sistema continuo de segundo orden, cuya funcion de transferencia es:

2

y(s) _ ,
u(s) s*+2lw s+o;

Los polos de 1a funcion de transferencia seran:

2w, £ \/AE0Z — 4z (
P11,z = o = lWin

i

—¢E /2 1)

o

20
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En casode que: |£]| <1
el radical es negativo, y los polos resultan ser complejos conjugados:

Pl “g”»  Trie 5 ; ; T A

B b 1z = _f-E"f'-*'n + Jldn 1l,-"'ll— — fE?

x.‘_ """"""""" T Fun ‘-,J{J- — éE

' h"‘x_f; La figura muestra la ubicacion de los polos complejos.
; H.?* e Notese que la distancia de los polos al origen (la magnitud
: : . ) . .

< | v L ele) del complejo) es justamente @ .
_&:""':1 oo ;.-'H :
7 d=/(&wn)? +wi(l &) =wn
ST 4 —jny/1— €2 -
Ademas, el coseno del angulo @ formado con el semieje

real negativo, es justamente C.
Ubicacion de los poles de un sistema contimio de segundo orden, con

poles complejos (EI._L_:“

COS (O =

= &

21
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Si evaluamos la respuesta temporal para el sistema supuesto, tenemos que:

Y(t)=1—\/eg%sen w,t+tan” “lggzj (t=0)
1_ 2

2
ycomo: @, =@, 1—4’

podemos escribirla de manera mas practica, como:

Sen(a)n\/l—§21+¢) (t=>0)

e_é/a)nt

y)=1-
J1-¢7

Al evaluar estas expresiones, se observa que para valores positivos de -C.o , el término exponencial
crece indefinidamente, y por tanto la respuesta se hace infinita.

22
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REGION DE ESTABILIDAD

Im(s)
El término -.®, coincide con la parte real de - smbﬂﬁ et abilidad
los polos del polinomio caracteristico, tal como ) s Re(s)

se muestra en el Plano “S”, por lo tanto, la / /

region de estabilidad, aquella en la que deben / /

ubicarse los polos para que el sistema sea / /

estable, resulta ser el semiplano izquierdo. s /

Regitn de Estabilidad para un sistema confinno de segundo crden

Para ello se requiere que los coeficientes de “t” en los términos
exponenciales de la solucion transitoria, sean numeros reales
negativos o numeros complejos con partes reales negativas.

23
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OBSERVACIONES

 Una senal aplicada a un sistema no tiene efecto en la
estabilidad del mismo. Un sistema que es estable a una
senal, 1o es también a todas las senales.

*Si las raices del polinomio caracteristico son reales
positivas o complejas con partes reales positivas, el sistema
resulta inestable.

* En los casos de tener raices con parte real cero, la
respuesta de estos sistemas es una oscilacion persistente,
que no decae ni crece en el tiempo (Estabilidad Limitada).
En la practica se consideran inestables.

 Para una estabilidad absoluta, todas las raices deben ser
numeros reales negativos o numeros complejos con partes
reales negativas.

25

Catedra: “Sistemas de Control” — TEO-06-2017



CRITERIO DE ROUTH

Criterio de Routh-Hurwitz (estabilidad absoluta): prueba si las raices del polinomio
caracteristico estan en el semiplano de la izquierda o de la derecha.
Supongamos la funcion transferencia de un sistema:

Cls) b, s" —bm_l.a"”_l +b

T

s 24 +b, Bls)

=L

Ris) a,s"+ ”“_1_9“‘1 +a,_»s"

“+..+a,  Als)

1- Tomamos en polinomio caracteristico del mismo:

A(s)=1+G(s)H(s)=a,s" +a,_ ;5" +a, ,s" “+..+a,

2- Armamos el siguiente arreglo:

st la, a,, a,, ... Donde:
_n-1 _ _
3 an_l “dn-3 an_i b, = dy—1-Ay—2 ty-y_3 . b, = dy_1-Gy—gq —dy.0;,_5
1= » 2=
'5.1]__ b]. b: bi nh‘—l H?“—l
"3 ¢ Ca Ca b — An-1:0n_6 — dn-0y_7 - by.a,_3—a,_y.b
< > 3= 1~
. a1 lE;'1
0 by.a,_s —a,_y.bs by.a,_7—a,_1.by
ST & €y = €3 =
by by
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3- Se investigan los signos de la primera columna del arreglo:
Routh establece que el numero de cambios de signos en la primera columna del arreglo es
1gual al numero de raices con partes reales positivas.

Ejemplo 1: x5+3x4+7x3+20x2+6x+15=0

El arreglo de Routh es:

1 7 6 . . .

3 20 15 El sistema es estable. No hay cambios de signo en la
1/3 1 primera columna, y por lo tanto, no hay raices con
211 15 partes reales positivas.

15

Ejemplo 2: x4+2x3+3x2+8x+2 =0

El arreglo de Routh es:

1 3 2 El sistema es inestable. Hay dos cambios de signo en
2 8 la primera columna (de mas a menos y de menos a
112 2 mas), lo que indica que hay dos raices con partes
2 reales positivas.
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OBSERVACIONES

* Este criterio establece que el numero de raices con parte real positiva (semiplano derecho)
es igual al nimero de cambios de signo en la primera columna del “Arreglo de Routh”. La
condicion necesaria y suficiente de estabilidad es si y solo si todos los elementos de la
primera columna del “Arreglo” son positivos.

* Este criterio de evaluacion de la estabilidad de un sistema, puede ser aplicado a sistemas
SISO, MIMO, y multilazos.

* Todos los elementos de cualquier renglon pueden multiplicarse o dividirse por una
constante sin afectar los cambios de signos de la primera columna.

* S1 en el arreglo aparece un renglon de ceros, €l sistema es inestable o posee una estabilidad
limitada.

* S1 la primera cantidad en un renglon es cero, mientras que las otras no lo son, el
procedimiento consiste en reemplazar el cero por un numero “c€” pequefio y positivo. Los
cambios de signos de la columna formada puede obtenerse haciendo que “€” tienda a cero.
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