Efectos de agregar ceros o polos en la ganancia de lazo.
Acciones de control

Ya se estudio el efecto de agregar en cascada con una funcién G(s) otra
funcidon K(s) que podia ser un cero o un polo, es decir en el esquema
siguiente

U(s) K(s) Gfs) ves)

Se concluyd que

v Agregar un cero hacia que el sistema total sea mas rapido (menor
tiempo de subida tz) y menos estable (mayor sobrepico en la
respuesta al escalon SP%).

v’ Agregar un polo hacia al sistema mas lento (mayor tiempo de
subida) y mas estable (menor sobrepico en la respuesta al escaldn)

Ahora estudiaremos que pasa cuando se agrega el polo o cero y ademas
se efectua realimentacidn como se muestra en el esquema realimentado
de la figura siguiente

RO+~ ufe) K(s) Gls) iy

Se estudia entonces que pasara con el comportamiento del sistema a lazo
cerrado cuando se agrega K(s) a la ganancia de lazo.
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La figura siguiente muestra la respuesta al escalén del sistema a lazo
cerrado para ¢ =0.707, w,=1con T, =05, 1y5
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Claramente, a medida que T, crece (polo mas cerca del origen del plano s)
aumenta el sobrepico de la respuesta al escaldn a lazo cerrado. También
se puede ver que aumenta el tiempo de subida, es decir se lentifica el
sistema.

Se debe hacer notar que como ahora el sistema es de 3* orden, es posible
gue se vuelva inestable para algunos valores de los parametros del
sistema. Esto se muestra en la figura siguiente que representa la respuesta

al escaldn del sistema a lazo cerrado paraé = 0.25, w, =1, con
T, =02, 0.667y 1
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En este caso cuando T, = 0.667 el sistema es marginalmente estable y
cuando es mayor que 0.667 la amplitud de la respuesta al escaldn se
incrementa a medida que transcurre el tiempo resultando un sistema
inestable.

El aumento del tiempo de subida tiene una explicacion sencilla: el tercer
polo disminuyé el ancho de banda y con ello la velocidad de respuesta del
sistema. La figura siguiente representa el mddulo de la respuesta en
frecuencia a lazo cerrado para ¢ = 0.707,w, =1, con T, =0, 0.5, 1y5:
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Claramente a medida que aumenta T, disminuye el ancho de banday por
otro lado es visible que el maximo pico de la respuesta M, también
aumenta lo que significa menos estabilidad (M, infinito implica
marginalmente estable).

Se puede concluir entonces que

En general el efecto de aiadir un polo a la ganancia de lazo de un
sistema realimentado hace que el sistema a lazo cerrado sea menos
estable, mads lento y por lo tanto disminuye el ancho de banda.

La figura siguiente pretende una justificacidon de lo afirmado mediante el
lugar de las raices para un sistema con 2 polos reales en s=-p; y s=-p, al
que se le agrega un tercer polo de posicidn variable s=-p; y se modifica la
ganancia K.
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En la parte (a) de la figura se tiene el LR sin el agregado del polo; en (b) el
polo agregado se ubica mas cerca del origen que el mas préximo del
sistema: se obtiene la peor situacién. En (c) se ubica entre los 2 polos del
sistema: similar a (b) pero no tan desestabilizante. En (d) el polo agregado
se ubica mas lejos del origen que los polos del sistema: sigue le efecto
desestabilizante pero disminuye a medida que el polo agregado se aleja
para finalmente para ( —p3 — —) se vuelve al diagrama (a).

2) Efecto de agregar un cero
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La respuesta al escaldn del sistema a lazo cerrado correspondiente a
w,=1,&=027vy T,= 0.2, 1y5se muestra en la figura siguiente
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Es de destacar que si T, es grande, si bien el tiempo de subida disminuye,
el tiempo de establecimiento se hace bastante mas largo ya que T,
aumenta bastante la constante de tiempo del par de polos de lazo
cerrado. Esto es mas evidente si se considera el sistema a lazo abierto
tiene w, =1, £ = 0.707; en la figura siguiente se muestran para este caso
las curvas para varios valores de T, donde se puede apreciar lo afirmado
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Por ejemplo, para T,=5 la funcidn de transferencia de lazo cerrado queda

_Y(s)  (1+5s)
" R(s) s?+64s+1

M(s)

De modo que si bien el cero provoca una rapida subida (tiempo de subida
tr corto), el establecimiento de la respuesta serd lento ya que la constante
de tiempo del par vale 6.4/2 = 3.2.



El hecho que el tiempo de subida se reduzca, como la relacidon con el
ancho de banda es inversamente proporcional (t - W, = constante),
estamos en condiciones de concluir que el ancho de banda aument?é.
Ancho de banda:

wp = \/—a + 0.5\/a% + 4w}t con a = 4&%w?2 + 4EwiT, — 2w? — wiT?
La figura siguiente representa el ancho de banda en funcién de T,
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Como se aprecia para bajos valores de T, se tiene que el ancho de banda
disminuye lo cual implica que el tiempo de subida tz es mayor (menos
rapido).

La siguiente figura avala lo afirmado: se presenta el médulo de la
respuesta en frecuencia de lazo cerrado para w,, =1, §=02y T, =0,
0.2, 05, 1, 2y5
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Se puede apreciar que el ancho de banda primero disminuye para
posteriormente a partir de T,=1 comienza a aumentar a medida que
aumenta T,.

Se puede decir entonces que:

En general anadir un cero en la funcion de transferencia de lazo abierto

incrementa el ancho de banda del sistema de lazo cerrado y por lo tanto
disminuye el tiempo de subida de la respuesta al escalon a lazo cerrado.

Se subraya lo de “en general” porque en el caso de agregar un cero, el
efecto va a depender no solo de la posicidn en que se agrega el cero sino
también mucho del sistema mismo; el siguiente ejemplo pone de
manifiesto lo concluido. Sea la funcidn de transferencia de lazo abierto

siguiente
6
s'(s+1)-(s+2)
Se agrega un cero a la funcidon de transferencia del lazo de modo que se
tiene

G(s) =

6-(1+T,s)
s'(s+1)-(s+2)

Gyz(s) =

La funcion de transferencia de lazo cerrado resulta

M(s) = Y(s) _ Gan(s)  _ 6 (1+T,s)

R(s) 1+Guyp(s) s3+3s2+(2+6T,) s+6
La figura siguiente es la respuesta a lazo cerrado para una senal de
entrada escalén para distintos 7,: T, = 0, 0.2, 0.5, 2, 5y 10

20 T
B

yir)

1.0 |

Tiempo (s)

Para T,=0 no se agrega el cero o estd muy lejano sobre el eje real negativo:
el sistema es marginalmente estable. A medida que el cero se aproxima al
origen (T,>0) el sistema comienza a estabilizarse, en un comienzo
disminuye el sobrepico pero a partir de aproximadamente T,=1 el



sobrepico vuelve a incrementarse como consecuencia de que el cero
aparece a lazo cerrado y cada vez mas préximo al origen. En cuanto al
tiempo de subida este siempre mejora.

Igual que para el caso de agregar un polo, se busca justificar lo analizado
mediante el LR para el sistema con 2 polos reales en s=-p; y s=-p, al que se
le agrega un cero de posicion variable s=-z y se modifica la ganancia K.
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en la parte (a) de la figura el cero no esta o esta en —infinito.

En la parte (b) el cero se ubica mas préoximo al origen que los polos

del sistema: el sistema realimentado sera siempre

sobreamortiguado; esta no es una situacion favorable de disefio.

v’ En parte (c) el cero se ubica entre los polos del sistema: en este caso
también el sistema a lazo cerrado presentara 2 polos reales y por lo
tanto sera sobreamortiguado, pero como esta vez ambos polos
estan alejandose del origen el sistema presentara respuestas mas
rapidas que en (b).

v’ En la parte (d) el cero se ubica a la izquierda de los polos del sistema

dando lugar a la mejor configuracién: en este caso las 2 ramas salen

del eje real y se introducen en el plano s pero ambas retornan al eje
real de modo que es posible conseguir respuestas subamortiguadas
con un buen amortiguamiento relativo ¢ y valores elevados de w, en
la medida que el cero se aleje mas del origen. Es decir en esta
configuracién, ajustando la posicidon del cero y el valor de K se
pueden ajustar la estabilidad (¢) y la velocidad (w,) de respuesta de
lazo cerrado.

< S



ACCIONES BASICAS DE CONTROL

El controlador se representa por una funcién de transferencia G.(s) cuya
entrada es el error E(s) (transformada de Laplace de e(t)); la salida del
controlador es la senal de control representada por M(s) (transformada de
Laplace de m(t)) ya que esta serd la encargada movilizar al actuador. Esto
se representa en el esquema en bloques siguiente:

Can -
Error _ Senal de Control
e m

Segln lo planteado, la ubicacién del controlador en un lazo con
realimentacion unitaria es la mostrada en la figura siguiente

»  Gls) —» Gs) —>»(O—T*

controlador Proceso

E(s) es el error: diferencia entre la “Variable de Referencia” R(s) y la
“Variable de salida” Y(s).
D(s) es una perturbacion aplicada a la salida del proceso

La finalidad del controlador es permitir un funcionamiento adecuado del
sistema realimentado tanto en el transitorio (velocidad y estabilidad)
como en el estado estacionario (exactitud) y para seguimiento de la sefial
de referencia y rechazo de la sefial perturbadora.

La inteligencia del controlador la determina la complejidad de las
operaciones matematicas que es capaz de realizar. En este sentido la
accion ON-OFF es la mas elemental que se puede plantear; la complejidad
va incrementandose al utilizar acciones P, | y D. En esta parte se estudian
las caracteristicas de cada una de las acciones de control: P, | y D y la de
las posibles combinaciones entre ellas (se incluye material sobre la accidn
ON-OFF).

ACCION “ON-OFF”




Es la estrategia de control mas antigua y mas simple de implementar.
Matematicamente el algoritmo de control On-Off es como sigue:

_(M;sie(t)>0
m(t) = {M; sie(t) <0

Graficamente, la relacion entre la sefial de control y el error, es la
siguiente:

mit}

M

En la mayoria de las aplicaciones los parametros M; y M, corresponden a
las posiciones “On” y “Off” del dispositivo de actuacion. Cuando la salida
real es menor que la salida deseada, e(t)>0 y la sefial de control es M; o
nivel alto (suponiendo que con este nivel el actuador hara lo necesario
para llevar la salida real cada vez mads hacia la salida deseada y viceversa).
Es de destacar que el actuador opera entre 2 estados extremos: abierto-
cerrado, encendido-apagado, etc. Es una forma discontinua de control.

La salida del proceso con este modo de control indefectiblemente es una
oscilacion ya que la sefial de control conmuta continuamente entre M; y
M,; la oscilacion es la caracteristica tipica de este tipo de control y se la
puede ver graficamente en la siguiente figura:
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sefial de control m(t)

tiempo

En esta forma de control no se tiene en cuenta la amplitud del error solo
Si es positivo o negativo y ante un error reacciona produciendo una salida
m(t) de igual amplitud para un error grande o chico.

Es una técnica sencilla y econdmica, parece muy bruta, pero aporta
solucion en muchos casos donde es aceptable una fluctuacién en la



variable de salida. Este tipo de control es ampliamente utilizado en
aplicaciones industriales y domésticas.

ACCION PROPORCIONAL

Esta accion de control recibe el nombre de “proporcional” como
consecuencia de que existe una relacién directamente proporcional entre
el valor del error “E(s)” y la variable de salida del controlador M(s) o
“Variable de Control” o “Variable Manipulada” o lo que es lo mismo la
posicion del elemento final de control.

Por lo tanto en esta accion de control la salida del controlador, a
diferencia del control On-Off, proporciona una salida m(t) que es
proporcional a la amplitud del error. Matematicamente se escribe
entonces:

AVy = K, - AE

Donde K, recibe el nombre de “Constante de Accidn Proporcional”.

Sefial de Control

Error
— K

e m

La accion Proporcional entonces se puede escribir en el tiempo segun la
siguiente expresion:

m(t) = K, X e(t)

La grafica siguiente muestra la relacion que existe entre la entrada y la
salida de un controlador proporcional:

Claramente a mayor error e(t), mayor salida del controlador m(t)

Sin embargo, para actuar con efectividad en el lazo de control, la salida del
controlador debe oponerse al sentido de cambio del error; esto se



muestra en la siguiente figura para una variacion del error en forma de
una rampa con salida invertida en signo.
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Se puede ver que este tipo de controlador responde exclusivamente a la
seial de error de cada instante y en forma proporcional a la amplitud del
mismo. En el control proporcional cuando el error es grande la accién es
grande y viceversa pero siempre en una forma proporcional. Si K. es
pequeia las acciones sobre el actuador seran suaves, la respuesta sera
lenta y sin oscilaciones; todo lo inverso si K. es grande.

Un inconveniente serio que presenta esta accion de control es que
indefectiblemente debera existir un error entre el valor deseado y el valor
real de la variable controlada (llamado offset) para que el controlador
entregue seial.

Ante una perturbacion o cambio en la sefial de entrada, la accion
proporcional no tiene en cuenta errores previos ni futuros, solo toma en
cuenta el valor del error en cada instante de tiempo. Es por ello que se
dice que “la accion proporcional es un control basado en el presente”.

Para el sistema tipo 0 dado en la siguiente figura

—hg—
+ + 1 e
R | Gefs) % G+ (2s+1) ¥

Se le aplica control proporcional, es decir G.(s)=K_.. El lugar de las raices
para la ganancia proporcional K. variable resulta el mostrado en la figura



siguiente con K=0.5K_. variable porque se debe acomodar G(s) en la forma
polo-cero resultando la siguiente funcion a graficar

0.5 1
G.(s)G(s) =K, - GIDGToS = K- IG5 conK = 0.5 K,
i
A
—
-1 -0.5
4

La figura siguiente muestra la evolucién en el tiempo de la salida cuando
se aplica un escaldn unitario en la referencia con accion proporcional.
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Se observa que cuanto mas grande es K. menor es el offset o error

estacionario, pero como contrapartida, presenta un comportamiento
menos estable.

En la grafica que sigue se observa la salida pero ante una perturbacion L
tipo escalon.

o control
Increasing K., ':K‘: = 0

Error

Time

En este caso, la salida no regresa al valor que tenia antes de la

perturbacidn, es decir se presenta nuevamente un error, mas chico cuanto
mas grande es K..



Se puede decir entonces que una ganancia proporcional chica genera
respuestas transitorias aceptables pero malas desde el punto de vista del
régimen permanente (el error es mayor cuanto mas chica es K,).

ACCION INTEGRAL

La accién integral es un modo de control (Control Integral) con el cual se
modifica la velocidad de la variable manipulada m(t) en forma
directamente proporcional al error. Por ello, al controlador que utiliza
accion integral, en algunos textos antiguos se le llama “Control
proporcional de velocidad flotante” (Proportional-speed floating control).
El término flotante proviene del hecho que, como se vera en las lineas que
siguen, este tipo de controlador entregara un valor de continua o
polarizacién que estara “flotando” acorde a la historia del error.

La accion integral se puede escribir matematicamente como:

dm(t) 1
It —ﬁ'e(t)

De este modo, si se duplica el valor del error, el elemento final de control
se movera al doble de rapido; si la variable de salida es igual el set-point
(error=0) el elemento final de control quedara sin movimiento. Es decir, la
velocidad de movimiento del elemento final de control es directamente

proporcional al cambio en el error y la constante de proporcionalidad es
1

T_i .

La interpretaciéon mas comun de la accién Integral (y de alli procede el
nombre) es la que se obtiene si se integra la expresion de partida; se llega
a la siguiente ecuacidén como representativa de esta accion de control:

1 t
m(t) =—-j e(t)-dt+m
T; J,
Lo que dice esta ecuacidn es que la salida del controlador es directamente
proporcional a la integral del error y la constante de proporcionalidad es

nuevamente el inverso de T.

T recibe el nombre de “tiempo de integracion” y para deducir su valor se
considera igual al tiempo que transcurre desde que se aplica al
controlador un error e(t) = escaldn de valor unitario hasta que la salida



m(t) alcanza también el valor unitario. Esto se muestra en la siguiente
grafica:
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Se concluye de esta manera que la amplitud de la variable de control m(t)
cambia linealmente en el tiempo en forma proporcional al area bajo la
curva de error e(t). Cuando el error =0, como se dijo, el actuador queda sin
movimiento, pero la posicion (m) que tendrd depende de la historia del
error que esta dada por la integral del error. En las graficas siguientes se
puede visualizar la salida de un controlador con accién integral para
diferentes formas de sefales de error.
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Se puede observar la correspondiente inversidon del signo en la respuesta
del controlador. Con esto se esta dejando en claro que el controlador
debe responder con realimentacion negativa, es decir oponiéndose a la
direccion del cambio en la variable de salida y por lo tanto actuard hasta
que desaparezca el error. Observar que como las dreas positivas y
negativas del error son iguales, cuando desaparece el errorm = 0

En general la respuesta de un controlador con accién integral para
variaciones continuas en el error es lo mostrado en la figura siguiente.

eft) ’ g

tiempo



La grafica comienza en t=0 con error = 0, por lo tanto al comienzo m = 0;
segun se modifica el error, el controlador a la salida devuelve una m(t)
proporcional a la integral de error. Finalmente cuando el error se anula, el
controlador entrega una seial de polarizacion m que depende de la
historia del error.

Se puede concluir entonces que la accién integral ademas de responder al
signo y tamaio del error como la accién proporcional, también responde a
la duracion del error.

Se destaca lo siguiente en la operacion de la accién integral: una vez
anulado el error, el controlador modifico su seiial de salida m(t) lo
necesario para que la salida del proceso alcance y mantenga el valor del
set-point y por lo tanto obtener error nulo.

Lo citado al final del parrafo anterior marca una diferencia fundamental
entre la accidon proporcional y la accion integral: mientras que con accion
proporcional, si el error es nulo, no se genera una seiial de control, con
la accidn integral, aun con error nulo, se puede generar una seiial de
control y mas aun, la seial de control recién se estabiliza en un valor
determinado cuando el error es nulo lo cual ocurre cuando la variable de
salida es igual al set-point o referencia; mientras exista error, la accion
integral excitara al actuador en la direccion de reducir el error. Esta
propiedad es la que habilita a esta accidén de control para solucionar
problemas de exactitud de un sistema de control con accién proporcional.

Si se evalua la funcion de transferencia de un controlador con accidon
integral resulta:

M(s) 1 1
EGs) T, s

Se observa que presenta un polo en el origen. Esto significa que agregar
un controlador con accidn integral en el camino directo transforma (si no
lo era) al sistema en uno tipo 1. Como ya se estudid, un sistema cuyo
Geq(s) es tipo 1 se caracteriza por una respuesta al escalén con error nulo.
La rapidez con la que anula el error dependerd del tiempo de integracion
T; : cuanto mds chico, mds rapidamente anula el error.

Por otro lado, al agregar un polo en el origen en Geq(s), la estabilidad del
sistema a lazo cerrado también dependera del valor del tiempo de
integracion T;, cuanto mas chico menos estable. Las graficas siguientes lo



confirman para un sistema de tercer orden tipo 0 con distintos valores de
T: cuando se aplica un escalon en el set-point:

o~ =2
o~

tiempe A
i |

La grafica superior muestra la salida y(t) mientras que en la inferior se
puede ver la evolucidn de la variable de control o salida del controlador
m(t).

La grafica siguiente muestra cémo se modifica la salida y(t) ante una

perturbacion escalén a medida que se modifica T;

VP
incremente de T

\/ - tiempo

En otras palabras, la accion integral utiliza la integral del error para ajustar
automaticamente la salida continua o polarizacion m del controlador
(“reset automatico”) de modo que el sistema realimentado funcione aun
con un error = 0.

Combinacion de accidn Proporcional + accidén Integral (P/)

Esta combinacion es ampliamente utilizada con la intencidn de obtener las
ventajas de cada una de las acciones por separado. Recibe el nombre de
“Accion Proporcional-Integral” y el modo de control simplemente
“Control PI".

Nota: en la practica en general, nunca se agrega solo accién integral,
siempre va acompafada de accién proporcional.



La combinacién de ambas acciones generalmente da buenos resultados ya
gue mientras con la accidon proporcional se puede corregir el
comportamiento transitorio del sistema, con la accion integral se puede
corregir el régimen permanente.

En la practica ambas acciones de control se combinan segun la siguiente
expresion matematica:

m(t) = K, [e(t) + = fe(t) dtl+m K. -e(t) + — fe(t) dt +m

de(t)

dm() _ [de® | ()] K 2 +FC

ac ¢ [Tar e(t)

Una representacion en bloques del controlador es la mostrada a
continuacion

Tij;e(:)dr

e(t) =.( T K —sm(t)

Aplicando Laplace se obtiene la funcion de transferencia del controlador

M(s) = K, [1 + Tils] - E(s) yacomodando se obtiene finalmente

1
M(S) S+Ti
Gpi(s) = E(s) =K. - S

cuya representacion en diagrama de bloques es la siguiente

e(t) =.r’\' Ty K —em()




Se ve que el controlador P/ agrega en el camino directo un polo en el
. . ’ . 1
origen y un cero real ubicado, segun el valor asignadoaT;,en s = -
l
En el caso de sintetizar un controlador Pl se redefine a T; (es el mismo, solo
cambia el nombre) como:

“Tiempo de Reset T;”: es el tiempo requerido por la accion integral para
que la salida del controlador sea igual a la salida instantanea debida a la
accién proporcional cuando se aplica un escaldn de error en la entrada del
controlador.

Ademas se define lo siguiente:

“Razon de Reset” o “Repeticiones por Minuto”: Es el niumero de veces
que la parte proporcional de la respuesta se repite por accidn integral en
la unidad de tiempo. Es el inverso del Tiempo de Reset T;.

En la siguiente grafica se muestra lo definido.

b, Integral time detormands rate of respOome

De este modo, cuando la accién proporcional se combina con la accidn
integral, comunmente se utiliza el término “Accion de Reset” ya que la
accion integral es “equivalente” a un reseteo manual del set-point luego
de cada cambio en la carga.

Las graficas que siguen indican como modifican los ajustes de T; y K. las
respuestas ante una perturbacién escalon.



Y(t)
incremento de T

tiempo

Y(t)

incremento de Kc

tiempo

Para el mismo ejemplo utilizado con control proporcional pero ahora con
control Pl se estudia segun el lugar de las raices lo que resulta cuando se
modifica K. para distintos valores de T;.

—g——
o + 1 =
R Ge(s) % (s+1)(2841) > Y

La planta acomodada en la forma polo cero para el trazado del lugar de las
1
S+

05 5 Y el controlador es G.(s) = K, - <TT‘> de modo

raices es G(S) = m

que la funcion a graficarle el lugar de las raices con la ganancia variable

gueda

S+— s+
Ti . 0.5 _ . Ti . 0.5 _ .
Ge(s)G(s) = KC'( s ) (s+1)(s+0.5) K ( s ) (s+1)(s+0.5) con K =05k
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La ultima grafica muestra la respuesta a un escalén en el set point. Para
comparar las respuesta se tomo el valor K=0.5 (K.=1). Claramente para el
valor de T;=4, que proporciona el cero mas cercano al origen, se genera la
mejor respuesta: mas amortiguada y de menor tiempo de
establecimiento.

La grafica que sigue muestra el caso de mantener constante T;=0.5 para 2
valores de la ganancia proporcional: Kc =1 (K=0.5) y Kc=2 (K=1).

~K=1
K=05




Como era de esperar, a medida que crece la ganancia proporcional menos
estable es el sistema aunque mejora la velocidad desde el punto de vista
del tiempo de pico.

La grafica siguiente, referida a un dado sistema al que se le aplica una
sefial escalén a la referencia, muestra en 9 sub-figuras el efecto de
modificar tanto la constante de accidon proporcional Kc como el tiempo de
reset T;. En la del centro se ve lo que seria un buen ajuste de ambas y en
las restantes el efecto de modificarlas.

0.5T; T 2.0T;

ACCION DERIVATIVA

Matematicamente la accidon derivativa se expresa en funcidn del tiempo
como sigue:
de(t)

m(t) = Td . dt

En este caso que la salida del controlador es directamente proporcional a
la derivada del error.

Graficamente se tiene lo siguiente:



Time ~——=

Se ve perfectamente que esta accidn genera una salida cuando el error
estd cambiando y es nula si el error no se modifica. Entonces ¢ddnde esta
el beneficio de agregar al controlador esta accion? Se conoce que esta
accion de control apunta a mejorar el régimen transitorio del sistema a
lazo cerrado, especialmente la estabilidad. ¢ COmo es que lo hace?

Para responder a estas preguntas, por un lado comenzamos recordando
que la inestabilidad que se genera en un sistema a lazo cerrado se puede
entender intuitivamente tomando en cuenta que la dinamica del proceso
es siempre agregar retardos (atrasos en la fase del sistema). Estos
retardos provocan que un cambio en la variable de control m(t) llevara
algun tiempo ser detectable en la salida del proceso; como consecuencia
de esto ultimo, todo error en la variable de salida sufrird un retardo en ser
corregida.

Por otra parte, la accion derivativa se puede interpretar como que
“predice” la salida del proceso, es decir se anticipa a lo que ocurrira en el
proceso. Para entender esta “prediccion” se efectia una extrapolacion del
error por la tangente de la curva de error en un determinado instante. La
grafica de error genérica siguiente ayudara a comprender lo expresado en
el ultimo parrafo.

Considerando una aproximacién de Taylor para e(t+T,) se tiene:



de(t)
dt

e(t+Ty) =~e(t)+Ty-

Se puede concluir que, conocido el error e(t) y su derivada en un dado
instante t, (medicidn) se puede conocer el error aproximado que se
tendra un tiempo T, posterior a la medicidn (t,+7,). Entonces, y sin perder
generalidad, se puede escribir utilizando |la aproximacion de Taylor la
siguiente ecuacion para la salida del controlador donde K. es la constante
de accidn proporcional

de(t,)

%) = Ko et +Tg) = mt,)

K, . (e(to) 4T,

Esta expresion dice que en el instante t,, la salida del controlador m(t,) es
aproximadamente igual a la que daria el controlador proporcional un
tiempo T, posterior.

La primera parte de la expresion es la aplicacion de una accidn
proporcional K. a la suma del error mas |la derivada del error y segun la
aproximacion de Taylor, se puede escribir la igualdad presentada.

Ahora bien, el lado izquierdo de la ultima ecuacidn es la expresion
matematica de la suma de accion proporcional mas accidon derivativa. Es
decir, combinando accién proporcional y derivativa el controlador
responderd en forma anticipada en el tiempo con un valor proporcional al
error que se tendra un tiempo T,; posterior. De este modo, la accion
derivativa, combinada con la proporcional ayuda a que los efectos de los
retardos del sistema sean menos perjudiciales, permitiendo mejoras en la
respuesta dinamica del sistema. Esta acciéon es muy util en aquellos
procesos que presentan importantes retardos o tiempo muerto ya que
permitira entregar una senal correctora mas eficaz a pesar de los retardos
del proceso.

Se desprende entonces que la accion derivativa resultarad efectiva si se la
aplica combinada con accion proporcional en lo que se llama control
Proporcional-Derivativo o simplemente control PD (la accién derivativa
sola no aporta un efecto destacable y por lo tanto no se usa).

Podria pensarse que esta accion combinada PD no sirve para corregir
errores en estado estacionario. Es cierto, no tiene efectos directos en el
estado estacionario, pero al mejorar la estabilidad y velocidad en el
transitorio permite aumentar la ganancia y con ello mejorar
indirectamente el error.



Por lo anterior, la expresidon util para el control por accidén derivativa,
finalmente queda:

de(t)
dt

de(t)
dt

m() =KC-(e(t)+Td- )=Kc-e(t)+KCTd-

de(?)

T
¢ dr

e(t) =.( s)—s K —em(1)

La funcidn de transferencia del controlador resultante es:

M(s)

Gpd(s) = = KC . (1 + TdS)

e(t) { sh—» K | —em()

En este caso, el controlador PD consiste en agregar un cero ubicado en
1

Td.

T ;, llamado “tiempo derivativo”, se define como el tiempo que transcurre
desde que se aplica al controlador un error tipo rampa y en la salida, la
seflal entregada por la accion proporcional iguala a la entregada
instantaneamente por accion derivativa. La grafica siguiente representa lo
dicho.

»=== Change starts

] N

-—- —

1o Derivative time, min
e \
.

) = ==="Proportional -only response
m(t)

! L-Proportional + derivative response

Time =



La figura que sigue presenta la variable de salida y(t) (grafica superior) y la
variable manipulada m(t) (gréfica inferior) a medida que se modifica el
valor de T4 para un cambio escaldn en la referencia.

La grafica siguiente muestra como se modifica la salida del proceso ante
una perturbacidn escaldn a medida que se modifica T;.

Aumento de Ta

Tiempo

Nota: como en las graficas anteriores el error es nulo, es decir se
considera que el sistema es tipo 1 (tiene un integrador).

La accidn derivativa no tiene capacidad por si misma de anular el error
pero al mejorar el comportamiento dindamico permite disefiar una
ganancia proporcional K. mas grande y por lo tanto disminuir el error
estacionario.



Una vez mas para el mismo sistema utilizado con anterioridad se analiza
mediante el lugar de las raices el efecto de este controlador:

_.é;
s * 1 =
R Gefs) % (s +1)(2541) > Y

0.5
(s+1)(s+0.5)

caso la funcién de transferencia del controlador acomodada para el lugar

de las raices resulta:

M 1 1] 1 ’
G.(s) = E((_:)): KC-(1+Tds)=KCTd-(s+E) =KC-(5+E) con K. =K, T,

La planta acomodada en la forma polo cero es G(s) = y en este

el lugar se construye para T; = 0.5 con la siguiente funcidn con K variable

_ I, i . 0.5 _ . (s+0.5) _ I, _ .
G.(s)G(s) = K (s + Td) s = K oo CON K =K[-05=025"K,

Yy
1
VK=2
%05
025
00 10



Se ve claramente las mejoras en la calidad de la respuesta en el rango
025<K<2,esdecirl<K.<8

Nota: lo tratado es un controlador PD ideal ya que su funcidn de
transferencia no es sintetizable al ser no causal. Para poder sintetizar un
controlador PD real es necesario que su funcion de transferencia tenga
ademas un polo, es decir por ejemplo implementar lo siguiente

S
M _ g |y Tas| o, G4 _ B
Gpa(s) = E(s) K [1 + 5+1] = K (5+1) on & =16 T,
B B
El controlador ahora es causal tiene un polo en s = —f y un cero de
accion derivativa en s = —a. Para todo T, siempre el polo esta mas

alejado del origen que el cero. Notar que si § = oo el controlador se
comporta como el ideal; sin embargo en los disefos practicos el polo se
ubica de 5 a 10 veces el valor del cero consiguiéndose comportamientos
satisfactorios (el polo finito pone una restriccidon en el comportamiento
transitorio aportado por el controlador de modo que se debe buscar una
ubicacidn adecuada para el sistema en cuestion.

Combinacion de las 3 acciones basicas de control

t
m(t)=Kc-le(t) + %JO e(t)-dt+Td-dil(tt) +m

Un esquema en bloques que representa al controlador PID es el mostrado
a continuacién y se la conoce cominmente como “forma Industrial” .

E(s) 1 @ K, Mi(s)

Tis

> Ts' 5




La funcion de transferencia para esta definicion del controlador es la
mostrada a continuacion

Gpia(s) = 7 m Kc[1+i+Tds]=1<c[

TdeSZ + TiS +1
STi

M(s)
E(s) sT;

Nota: en rigor se sabe que este controlador PID no es causal (tiene 2 ceros
y un polo) y por lo tanto no se puede implementar fisicamente; el motivo
es que la derivada es en si misma una operacién no causal. De modo que
no se puede hacer una implementaciéon exacta del controlador pero si una
aproximada, lo suficiente valida como para que funcione correctamente.
Esto se vera mas adelante, por ahora ignoremos esto y continuemos con
el analisis.

A la hora del disefio, por ejemplo mediante el lugar de las raices, es muy
util escribir esa funcion de transferencia del controlador de una manera
general como se muestra a continuacion

. (s+2z45)(s+z)

Gpia(s) =K

Los parametros del controlador PID industrial (K., T; y T;) se pueden
obtener facilmente a partir de los parametros del formato general de
disefo (K ,z4 y z;) y viceversa, aplicando las siguientes ecuaciones:

(za+z;i) 1
(za'zi) a7 (zq+zp)

KC:K(Zd+Zi) Ti=

Esto es muy empleado en los disefios de controladores mediante el uso
del lugar de las raices ya que si se dispone de la ganancia Ky de la
ubicacidn de los ceros en el plano s (K, z; vy z;) para una solucion
satisfactoria, se pueden encontrar los ajustes de los parametros del
controlador (K., T; y T,).

Es posible acomodar la ecuacidn del controlador del siguiente modo

de(t) |

m(t) =K. -e(t) + — f e(t) -dt + T 4K, - —ar

Cuya representacion mediante un diagrama de bloques es la siguiente



K

Y

A

E(SJ Ke +
e —»@—)‘M(s)

A

-

= KcTs5

A esta forma se la suele escribir definiendo ademads una constante de
integracion y otra de derivacion segun la siguiente ecuacién
‘ de(t) _

m(t) =K.-e(t) + Ki-je(t)-dt+Kd- +m
0 dt

donde:

» K. Constante de accion proporcional

> % = K; Constante de accidn integral

i

> T,;K.= K; constante de accidn derivativa

De modo que el esquema en bloques que representa al controlador queda

Ke

Y

E(s) Ki +
- R

= Kds

Esta ultima forma de representar al controlador recibe el nombre de
“forma paralelo” y es muy utilizada en la ensefianza del controlador PID.

Segln esta ultima forma, la funcidn de transferencia del controlador PID
tiene una presentacion mas sencilla resultando

Kys% + K.s + K;
S

M(s)
E(s)

K;
Gpl'd(s) = KC + ? + KdS =



K, . . ~
Como T—C =K; y T;K. =K, se pueden acomodar las ecuaciones de disefio

4

antes obtenidas, quedando las mismas como

Ke=K(zqg+2z), Ki=K-(z4-2) y Ki=K

Controlador PID real

Tal como se hizo al tratar accién derivativa, como aqui también se agrega
accion derivativa la funcion de transferencia del controlador PID ideal no
es causal. Se debe proceder igual que antes para resolver el problema. De
este modo se tiene el siguiente esquema en bloques del controlador PID
real

-
-

E(s) Ki
K —)@@—»M(s)

+ X+

L.
-

Y

+1

ol @

La correspondiente expresion para la funcion de transferencia del
controlador es

i 2
Gpid(s) = % =K.+ % + —SKdS —K- (s 4‘(?15 +)a2)
Z+1 sy
B s\g+
K
K=K;+ EC
K.
, _ (&3)
donde: a, = e
(ka+)
a, = —
2 = 7 K~
(Kd+7€)

Se procede como en el control PD: conocido los valores del controlador
gue proporcionan un comportamiento satisfactorio, mediante las
relaciones anteriores se obtiene la ubicacidon en el plano s para los ceros



gue junto al polo en el origen y el polo en s = —p permiten sintetizar el
controlador.

Si por el contrario se trabajé en el plano s para obtener la ganancia Ky las
posiciones de ceros y polos que proporcionan un comportamiento
satisfactorio, también es factible obtener los ajustes de los parametros del
controlador (K., T; y T;) operando en forma ordenada mediante las
siguientes relaciones:

Ki=K'a’2
Ki
KC=K'(Z1_E
K, =K Ke
da=8/8 ——
B

K, . .
como = =K; y TyK. = Kq, mediante estas relaciones se pueden encontrar
i

los parametros definitivos.

Resumiendo: En el control PID, la presencia de la accidn integral aumenta
el tipo del sistema con la consecuente mejora estacionaria del error; por
otro lado la presencia de la accién derivativa permite mejoras en otros
aspectos del comportamiento como la estabilidad y la velocidad. Aunque
existe un conflicto entre las 2 caracteristicas, la combinacion de las
accione integral, derivativa y proporcional operando conjuntas permiten
obtener casi siempre el comportamiento deseado del sistema. No
obstante siempre se debe buscar el disefilo mas simple comenzando por la
accidn proporcional P; si no es suficiente y se necesita mejorar la exactitud
se debe pasar al controlador P/, mientras que si se necesita mejoras
dindmicas se debe recurrir a un controlador PD (es de destacar que casi
siempre cuando se necesita mejoras dinamicas directamente se pasa a un
controlador PID muy pocas veces a un PD).

En el disefio de un controlador PID generalmente se considera al polo en
el origen y uno de los ceros (el mds cercano al origen para contrarrestar el
efecto desestabilizante del polo en el origen) como parte de un
controlador PI.

El otro par cero-polo del controlador se considera que es una accién PD.
En este caso el cero y el polo restante deben guardar una relacidon
posicional entre 5y 10 veces con el polo a la izquierda del cero en el plano
s. Este par polo-cero debe ubicarse de modo tal que el dipolo se pueda
desplazar libremente por el eje real manteniendo la separacion adoptada
para ellos. Visto en el dominio frecuencia, este dipolo se suele ubicar en la



zona de la frecuencia de cruce de mddulo de la ganancia de lazo de modo
gue mejore el margen de fase (haga mas positiva la fase) y con ello la
estabilidad; por otro lado, ubicado el dipolo en esta zona aumenta el
ancho de banda del sistema a lazo cerrado (la frecuencia de corte de
maddulo de la ganancia de lazo es aproximadamente igual al ancho de
banda de lazo cerrado) de modo que se mejora la velocidad de respuesta.
El polo de este dipolo tiene la limitacidn que no puede alejarse demasiado
del cero porque al agregar ganancia empeora el comportamiento del
sistema con respecto al ruido.



