La respuesta en el tiempo

La forma en que un sistema dinamico responde a una seial excitadora o
entrada, expresada como una funcidn del tiempo, se llama “la respuesta
en el tiempo”. El estudio de esta respuesta se dice que es un “andlisis en
el dominio tiempo”. Para el estudio de la respuesta en el tiempo de un
sistema se necesita lo siguiente:

» Un modelo matematico del sistema a estudiar
» Conocer la naturaleza de la entrada expresada como funcion del
tiempo vy las posibles condiciones iniciales.

Para describir en el tiempo la relacidon entre la entrada y la salida de un
sistema se debe obtener relaciones entre entradas y salidas utilizando
expresiones que sean funciones del tiempo. Para ello se recurre a
ecuaciones que expresen como varian con el tiempo las salidas del
sistema cuando se modifican las entradas en el tiempo. El tipo de ecuacion
gue cumple con esta funcion es una ecuacion diferencial. En el caso de un
sistema SISO (una entrada, una salida) una ecuacién diferencial tipica se
escribe como la siguiente

d"[y ()] d" 1 [y(t)] dly(®)]
Un=—m T 01—y toota— —+ay® =u() (1)

Esta ecuacion se suele escribir en forma compacta como se muestra a
continuacion

Clny(n) + an—ly(n_l) + - aly(l) + AQpy = U(t) (1’)

» n es el orden del sistema el cual esta relacionado con la cantidad de
elementos almacenadores de energia linealmente independientes
que tiene el sistema y viene dado por la maxima derivada que
presenta la salida.

» u(t) es la entrada o funcion forzante.

» y(t) es la salida.

» a;son coeficientes constantes (sistema invariante en el tiempo).

Si en la ecuacidon general (1) u(t)=0, se dice que la ecuacién es
homogénea; esta puede resolverse si se conoce el estado energético del
sistema justo antes de aplicar u(t), es decir, condiciones iniciales en t=0"
(es tipico considerar que las condiciones iniciales en t=0" seran iguales que



en t=0; se considera por lo tanto simplemente condiciones iniciales en
t=0). Esta solucidon recibe el nombre de respuesta libre, natural o no
forzada.

Si u(t) no es nula, se dice que la ecuacién es no homogénea y la solucion
se obtiene conociendo ademas de las condiciones iniciales, la expresion
matematica de u(t). Esta solucidn recibe el nombre de “total o completa”.

La respuesta libre o natural [solo a condiciones iniciales, u(t)=0]

Como se puntualizd, la respuesta libre o natural depende exclusivamente
del sistema es decir es la solucion respecto a las condiciones iniciales de
la ecuacion diferencial del sistema llamada homogénea sin senal
forzante aplicada. Esto significa que la ecuacidn diferencial del sistema se
encuentra igualada a 0.

Una ecuacion diferencial homogénea genérica de un sistema de orden n
es entonces (se denota con y™ la derivada enésima de y(t)):

any(n) + an_ly(n_l) + .- aly(l) + Agy = 0 (2)

Asumiendo una solucién de la forma y(t) = CePt con Cy p constantes.
Derivando la solucién propuesta y reemplazando los resultados en la
ecuacion original se obtiene

(anp(n) + g p" Y+ ap+ag) - CePt =0 (3)

Para que la solucién propuesta (CeP?) sea distinta de cero, debe ser el
otro factor igual a cero, es decir

anp™ + an_p™ M+ aptay,=0 (4)

Esta ecuacion recibe el nombre de “ecuacion caracteristica del sistema
dinamico” y el polinomio, que se escribe como H(p), el nombre de
polinomio caracteristico; H(p) tendra n raices p; ya que es de orden n.
Estas raices reciben el nombre de “raices caracteristicas del sistema” o
“valores propios del sistema”. Los valores propios pueden ser reales o
pueden presentarse de a pares complejos conjugados ya que los
coeficientes del polinomio son todos reales; ademds pueden ser raices
simples o multiples.

Cada raiz del polinomio caracteristico da lugar a una solucion de Ia
ecuacion (3) de la forma y(t) = C;ePit. Puesto que la ecuacidn diferencial



de partida es lineal, la suma de las soluciones parciales es también una
solucidn es decir

y(t) = CrePit + C,eP2t + ..+ C,_,ePr-1t 4 C ePnt (5)

y se lo puede verificar mediante una sustitucion directa. Ademads cada
solucidon de (2) se puede expresar por esta ultima solucién eligiendo
apropiadamente los valores de los coeficientes C.

Si 2 de los valores propios forman un par complejo conjugado, los
correspondientes coeficientes C; también constituirdn un par complejo
conjugado ya que y(t) se presenta con valores reales. Finalmente, si
alguno de los valores propios p se presenta repetido, los correspondientes
coeficientes C; seran funciones explicitas del tiempo; especificamente, si
existen raices de multiplicidad m, los m coeficientes C; asociados a esas
raices tendran la forma

C1=a1
C2=a2't
C3=a3't2
Copp = Q- t™1

Para obtener la respuesta libre, los coeficientes C; se determinan haciendo
cumplir que la solucidn (5) satisfaga no solo la ecuacién (2) sino también
las condiciones iniciales del sistema dinamico

¥(0) = yo; 7(0) = o3 3 y™(0) = y ™

Ejemplo 1: hallar la respuesta libre para la ecuacion x(t) — 2x(t) =0
sabiendo que x(0)=4.

Solucién: asumimos que la solucién es de la forma x(t) = C - e?t.
Haciendo cumplir la condicién inicial: x(0) =4 = Ce® = C = 4. Por lo
tanto la solucion libre es:

x(t) =4-e?

Ejemplo 2: hallar la respuesta libre para X(t) + 5x(t) + 4x(t) = 0 con las
condiciones iniciales x(0) = 2 y x(0) = —1.

Solucién: la ecuacidn caracteristica es H(p)=p*+5p+4 = (p+4)(p+1) = 0



Las raices de la ecuacidn caracteristica son p;=-1 y p,=-4. Por lo tanto la
solucion propuesta es

x(t) = Cie t + Cre™™
Si se considera la condicidn inicial x(0)=2 se obtiene la ecuacién

X(O) =2= C160 + Czeo - Cl + Cz

Considerando la condicién inicial x(0) = —1, y usando la derivada de x(t)
cuyo valor es

x(t) = —Cie t —4C,e™
se obtiene la otra ecuacion
x(0)=—-1=—-C, —4C,

resolviendo las ecuaciones obtenidas:

2=0,+C,
_1 == _Cl - 4‘C2
Se obtiene C; = g y C, = —§ . De este modo la solucion libre finalmente
es
7
x(t) == ——-e™
®=3

Si las raices no son repetidas los coeficientes C; se pueden determinar
mediante la ecuacién de Van Der Monde:

e 2l

Como ejemplo, el caso de 1% orden es trivial ya que directamente queda
Yo=C;. Es mas ilustrativo considerar como ejemplo el planteo para un
sistema de 2% orden:

Ejemplo 3: hallar la solucion para la ecuacién a,y + a,;y +ap,y =0 con
lasci.  ¥(0) =yo e ¥o(0) = yp.



Solucion:
El orden es n=2. La ecuacion caracteristica es

ap’+ap+a,=0

Las raices de esta ecuacion son:
a, a; \> ap
T
P1.P2 2a, 4a, a,

Considerando que las raices p; y p, son distintas, se tiene la siguiente
ecuacion de Van Der Monde

AR
Yo p1 P2l 1C;
Yo =C1 + G
Yo = P16y + p2C;

De donde se obtiene algebraicamente los siguientes valores para C; y C,

P2'Yo—Yo Yo—P1'Yo
C, =—— C, =——
1 P2—P1 y 2 P2—DP1

De modo que la solucién para un sistema de orden 2 con valores propios
distintos p; y p, es

y(t) = C, - ePrt + C, - eP2t = (M) . eP1t 4 (w) . ePat
P2 —DP1 P2—DP1

Debido a que los sistemas de 1% y 2% orden resultan de fundamental
importancia, mas adelante en este trabajo se analizaran a ambos. Las
raices para los sistemas de 1° orden son reales. La respuesta de los
sistemas de 2% orden pueden diferir bastante por la variedad de
posibilidades de valores propios que pueda presentar (reales o complejos
conjugados). El conocimiento de la respuesta libre de estos 2 sistemas es
importante debido a que todo sistema de orden superior serd una
combinacién de ambas respuestas.

Nota: para ampliar sobre el tema: modos repetidos y complejos
conjugados, ver “Network Analysis and Synthesis”, Franklin F. Kuo 2%
edicion, pag. 76 y siguientes.



La respuesta total

Una forma de expresar la solucion de la ecuacién no homogénea o
solucidn total consiste considerar en ella 2 partes, que se pueden escribir
como

y() = yp(t) + y(t)  (6)

Donde
» yn(t) representa la llamada “solucién caracteristica” o “solucion
homogénea” o “solucion complementaria” del sistema. Esta
solucién se obtiene resolviendo la ecuacion homogénea.
> y,(t) representa la llamada “solucion particular’ o “solucion
forzada” del sistema que se identifica con la forma que tendra la
solucidn para t — oo, es decir en estado de régimen.

Como se puntualizd, la ecuacidn que permite obtener la respuesta del
modelo del sistema cuando la senal forzante u(t)=0, recibe el nombre de
“ecuacion caracteristica” o “ecuacion homogénea” y su solucidén la
denotaremos como y,(t). Para remarcar esto ultimo, la escribiremos como
sigue

@Y™ + an 1y, "V + a9, W +agy, =0 (7)

En forma analoga, representaremos la solucion particular como y,(t). De
este modo se escribe la siguiente expresion que debe satisfacer la
ecuacion completa

anyp(n) + an—l)’p(n_l) + alyp(l) + AoYp = u(t) (8)

Como se trata de sistemas lineales e invariantes en el tiempo, entonces la
solucion total, y(t), es la suma de las dos es decir (1) se puede escribir
como

dlyn+ypl

a"[yn+yp)
iAReL +otag— =+ ao(n +3p) =u(t) (9)

at™

A" yp+ypl

an dtn—-1

+a,_1
de modo que para obtener la solucién total y(t), los coeficientes de la
solucion deben ser encontradas en forma conjunta. Recordar que, si
solamente se quiere conocer la respuesta a las condiciones iniciales, los
coeficientes de la solucion se obtienen con la ecuacion homogénea y las



condiciones iniciales. Es decir, cuando se busca la solucién total, es
incorrecto determinar los coeficientes C;, G,,....C, de la parte homogénea
sustituyendo las condiciones iniciales en y, solamente y luego, para
obtener la respuesta total, agregar y, a la y, resultante. Por lo tanto,
cuando esta presente una entrada forzante, la soluciéon homogénea puede
no ser idéntica a la solucién libre puesto que u(t) puede influir el valor de
los coeficientes. Previo a dar un ejemplo sobre la obtencion de la
respuesta total, es conveniente tratar métodos para evaluar la solucién
particular

La solucion particular

La respuesta natural del sistema no depende de la funcidn forzante. El
efecto de la entrada se agrega en la denominada solucion particular, |a
cual se define como una solucidon posible que satisface la ecuacion (1).
Generalizar la obtencidén de la solucidon particular es mas dificil que la
solucion homogénea, porque depende de la funcién forzante; un poco es
adivinar una estructura en funcién de la forma de la entrada, sus
derivadas o ambas. Por ejemplo, si u(t)=asenwt, luego x,(t) toma la forma
X,(t)=Asenwt+Bcoswt; lo Unico a determinar son los coeficientes Ay B.

El método de los coeficientes indeterminados provee un abordaje
sistemadtico para obtener la solucidn particular. Varias funciones de
entrada importantes y las correspondientes formas de y, que satisfacen la
ecuacion (1) se dan en la tabla siguiente:

Entrada u(t) Solucion Particular y,,
C A
ct+d At+B
sin ct A, sinct+A; cos ct
Cos ¢t B, sin ct+B, cos ct
et Dt

Los parametros A, B, A;, A,, B;, B, y D de la tabla se determinan por
sustitucion de y, y u(t) en la ecuacién 1y luego igualando términos.
Para ilustrar el método, supongamos que u(t) = aeft con a vy 5
constantes arbitrarias. Segun la tabla, se toma como x,(t) con una forma
similar, es decir

x,(t) = AePt



Donde el coeficiente A es desconocido. Se sustituye u(t) y x,(t) en la
ecuaciéon 1’ resultando

AePt(a,f™ + a,_ D + - a,f + ay) = aebt

El polinomio entre paréntesis es la ecuacidon caracteristica H(p) conp = £.
De este modo, suponiendo que H(f) # 0 se tiene que

a

T HP)

A (10)

Unos ejemplos clarificaran el método.

Ejemplo 4: determinar la solucién particular para la ecuacion diferencial
%(t) + 3x(t) + 2x(t) = 4et

Solucidn: La ecuacion caracteristica es

Hp)=p*+3p+2=@p+2)(@+1)
Para la funcién forzante u(t) = 4et, « = 4y f = 1 de modo que

- 4 2
~H() 3

. : 2
Con este resultado, la solucion particular es x,(t) = Eet

Ejemplo 5: para la ecuacion diferencial del ejercicio 1, calcular la solucién
particular si u(t) = a (un escalén de amplitud a)

Solucion: Se puede llevar la excitacidon a una forma exponencial al escribir
u(t) = 4 = 4e° demodo que B = 0y a = 4y x,(t)=A resultando

4

SO

2

De modo que la solucién particular es  x,(t) = 2



Cuando u(t) es una funcién seno o coseno, se puede seguir considerando

qgue la funcion forzante tiene forma exponencial, aplicando el método de

los coeficientes indeterminados y la ecuacién (10). Supongamos tener
u(t) = a-e/®t = a - (coswt + jsenwt)

Luego la solucidn particular x,;(t) puede escribirse como

xpl(t) = Re[xpl(t)] +j1m[xp1(t)]
Mediante el principio de superposicion se puede demostrar que

Siu(t) = a-coswt entonces x,(t) = Re[x,;(t)]

Siu(t) = a-senwt entonces x,(t) = Im[x,(t)]

Consecuentemente, si la excitacion es una funcién seno o coseno, se
puede utilizar un excitacion u(t) = ae’?t; luego se toma la parte real o la
imaginaria del resultado.

Ejemplo 6: determinar la solucién particular para la ecuacion diferencial

X(t) +5x(t) + 4x(t) = 2 - sen3t

Solucién: como primer paso se debe considerar que u,(t) = 2e/3¢. De
este modo la solucion particular toma la forma siguiente

xp1(t) = Ael3t

Utilizando la ecuacion caracteristica H(p)=p°+5p+4 se determina el
coeficiente A

A

222
" H(G3) -5+j15 5y10

ej[tg_1(3)_n]

Luego x,;(t) es

ej[tg‘1(3)—1r+3t]

xpl(t) =

5v10

Por lo tanto la solucidon particular x,(t) para la excitacion original
u(t) = 2-sen3tes:



xp (1) = Im[x,, (0)] = -sen[3t +tg~1(3) — ]

2
5v10

Ahora que se sabe cdmo obtener la respuesta particular, es interesante
desarrollar un ejemplo de cdlculo para la respuesta total segun lo visto
hasta aqui.

Ejemplo 7: Sea el sistema del ejemplo 4 cuya ecuacion diferencial se
reescribe aqui
X(t) + 3x(t) + 2x(t) = 4et

suponiendo ahora las condiciones iniciales siguientes: x(0) =0y
x(0) = —1. Se pide hallar la respuesta total.

Solucion:
Se debe calcular la expresion de la parte de la respuesta con la ecuacion
homogénea; pero recién, cuando se conozca la respuesta particular, con la

expresion total (y,+y,) se calculan los coeficientes de la parte homogénea.
La ecuacion caracteristica es

H(p)=p”+3p+2=(p+2)(p+1)
La expresion de la soluciéon homogénea es
xp(t) = Cie bt + Ce™ %t

Ahora se debe calcular la solucidn particular. Esto se hizo en el ejercicio 4
resultando que la solucion particular es

2 .
x,(t) = 3¢
De este modo, la expresidn para la solucién total es

—t 2 2y
x(t) = xp(t) + x, = Cre™" + Ce™=" + 3¢

Ahora, se reemplazan los valores de las condiciones iniciales (t=0) y se
evaluan los coeficientes C, y C,:



2
x(0)=0=Cr+C +3

2

Se encuentra que C;=-9/3 y C,=7/3. Consecuentemente, la solucién total

es

9 7 2
X(t) = —§€_t +§e_2t +§et

Nota: prestar atencidn que en el cdlculo de la respuesta total, los
coeficientes de la parte homogénea, C; y C,, se calculan en conjunto con la
expresion de la respuesta particular [esto es porque las condiciones
iniciales no se dan para x,(t) o x,(t), sino para la solucién total x(t)=
Xn(t)+x,(t)]. Si se hubiese tratado de un sistema sin excitacion y se desea

evaluar la respuesta libre, también se evalla con la ecuacion homogénea,
pero, por supuesto, no se tendra la solucién particular.

Otra forma de evaluar la respuesta total
La respuesta total también se puede escribir como la suma de otras 2
componentes; concretamente la suma de

» la respuesta del sistema a las condiciones iniciales con la sefial
forzante u(t)=0 que llamaremos y.; (t).
> la respuesta del sistema a la sefial forzante con las condiciones

iniciales nulas que llamaremos 1y, (t).

Para la solucidén de y.;(t) se busca la solucién de la ecuacion igualada a 0,
es decir la ecuaciéon homogénea:

anyci(n) + an—lyci(n_l) + - alyci(l) + apYei = 0 (11)

Mientras que para la solucién de 1y, (t) se trabaja con la ecuacién
completa pero con las condiciones iniciales son nulas:

anyu(n) + an—lyu(n_l) + - alyu(l) + apyy = u(t) (12)
La solucion total se escribe como sigue

y(@) = yei(®) +yu(t) (13)



Nota: es importante destacar que a pesar de operar con las mismas
ecuaciones homogeneas, en general y,(t) # y.(t) y también y,(t) #
Y. (t) ya que y, es el valor que toma la respuesta para t — 0. Esto es
consecuencia de que los coeficientes de la solucion y(t) seguln
Vr(t) e ¥,(t) se deben calcular en forma simultanea segun indica (9)
mientras que las partes y.;(t) e y,,(t) se pueden calcular por separado y
luego sumarlas.

Un sencillo ejemplo, resuelto aplicando Laplace, justificara lo afirmado en
la nota anterior.

Ejemplo 8: Sea el sistema de 1° orden dado por la ecuacién diferencial
7y +y = u(t) , con la condicién inicial y(0) =y, vy u(t) un escalon de

valor A, hallar la respuesta total

Solucidn: Aplicando Laplace con condiciones iniciales a la ecuacion
anterior, se obtiene

A
tlsY () = yol +Y(s) = %
Acomodando algebraicamente la expresidn se obtiene

Y(s) =

Vo 4 A ™Yo +A At 1Y +A(1 T )
(ts+1) s(ts+1) (zs+1) s (zs+1) (zs+1) s (s+1)

Antitransformando se llega a la respuesta al escaldn siguiente
_t _t
yesc:yo'eT+A'<1_eT)

La figura siguiente muestra la respuesta al escalén del sistema




El primer sumando del segundo miembro es la respuesta del sistema a las
condiciones iniciales [(y.;(t)] con u(t)=0. El segundo sumando es la
respuesta propiamente al escalon [y, (t)] con las condiciones iniciales
nulas (y, = 0).

En resumen:
t

Yei=Yo'e T

t
yu=A-(1—e_?>

> Y.i(t) ademds de llamarse “respuesta a condiciones iniciales”
también se la suele llamar “respuesta natural” o “respuesta libre”.

> y,(t) es la tipica respuesta en el tiempo que se evalla
considerando condiciones iniciales nulas, es decir a partir de una
funcion de transferencia; también se la conoce como “respuesta
forzada

A la respuesta natural o libre es muy importante conocerla porque, como
lo dice su nombre, habla de la esencia del sistema en estudio, es la que
define la estabilidad del mismo y en general las caracteristicas de
comportamiento que presentara al aplicar alguna senal forzante u(t).

Nota: Prestar atencidn que la respuesta natural depende exclusivamente
del sistema ya que reacciona por las condiciones iniciales Unicamente. La
respuesta forzada sin embargo depende tanto del sistema como de la
sefial forzante.

Ahora bien reacomodando la respuesta al escalén, también se la puede
escribir como

t
Yesc = (YO —A)-e T+ A

En este caso el primer sumando corresponde a lo que se llamd respuesta
homogénea del sistema y; (t) mientras que el segundo sumando es la
solucion particular del sistema yp(t) gue es precisamente el valor que
alcanzara la respuesta parat — 0.

En resumen:



t
YVh=0o—A)er
ypzA

Claramente, escrita de este modo, las componentes de y,,.(t) muestran
las 2 partes comunmente definidas en una respuesta en el tiempo:

» la “componente transitoria” representada por y,(t): es la que se
anula parat — oo, generalmente en forma exponencial.

» la “componente permanente” o “componente estacionaria”
representada por y,(t): es la que queda pasado el transitorio o sea
en t - oo y depende fundamentalmente de las caracteristicas de la
entrada.

“La respuesta total en el tiempo es la suma de la componente transitoria
y la componente estacionaria”.

Las figuras siguientes muestran respuestas tipicas para una entrada
escaldn (a) y rampa (b) donde se aprecian las 2 partes de la respuesta en
el tiempo y como depende la misma del sistema (transitorio) y de la
entrada aplicada (permanente). También se destacan los errores entre la
entrada y salida a medida que evoluciona la respuesta en el tiempo.

Entrada escaldén

0.2

Rta. Transitoria

H
1
1
H
1
1
1
H
1
1
H
1
1
1
1
1
1
1
1
nla Rta. estacionaria
> < »

0 1 2 3 = Tiemgo 5 (a)

Rta. transitoria ‘ Entrada
Salida

S

~. Error estacionario

error transitori

/ . .
/ Rta. estacionaria
Nt estocionana

" (b)



Analizaremos primero como se evalla la respuesta natural y,(t) (con
condiciones iniciales no nulas y con u(t)=0) porque permitird interpretar el
significado de los parametros tipicamente estudiados que se definen en
un sistema de 1% y 2% orden. Posteriormente se analizard las
caracteristicas que presenta la respuesta forzada y,(t) en especial con
respecto a una seial tipo escaldn.

Respuesta libre de un Sistemas de 1°" orden

Lo estudiado para el caso de un sistema de 1° orden es lo siguiente

dly(t)]
1 at

+ ayy(t) =0  cony(0) = y,= condicidn inicial

Que se puede escribir como

%(tt)]+p-y(t) =0 con p=ay0;
La solucién de esta ecuacidon diferencial es de la forma exponencial

obteniéndose:

y(t) = yoe ?*

La solucién es una exponencial decreciente desde el valor de la condicidn
inicial hasta 0 ya que se considerd un sistema estable. Esta es la respuesta
intrinseca del sistema, su “adn”; e P! recibe el nombre particular de
“modo propio del sistema”. Por supuesto que si el sistema es de orden n
(la maxima derivada de la ecuacién diferencial es n) tendrd n modos
propios que definen perfectamente al sistema.

El modo propio indica la forma natural que tiene el sistema de responder
ante un cambio en su situacion de operacidon. La ecuacion indica que
partiendo desde el valor energético inicial y, (el sistema estaba
energizado), en forma exponencial la energia almacenada decae a cero
que es su “estado de equilibrio” con una velocidad dada por p (sistema
asintdticamente estable). La figura siguiente muestra lo descripto



i)

Ahora bien, si se aplica Laplace a la ecuacién original con condiciones
iniciales nulas se obtiene:

a;sY(s)+ayY(s) =0 o bien sY(s)+p-Y(s) =0

Que finalmente queda

s+p=0
Esta ecuacion es la “Ecuacién Caracteristica del sistema dindmico de 1°
orden”.
Las raices de la ecuacidn caracteristica, en este caso solo una, es el “valor
propio del sistema”, que en este caso vale s=-p. Como se dijo, en un
sistema de 1* orden estable, |p| indica la velocidad con la que el sistema
retorna al equilibrio
Ahora bien, si en la ecuacion original a, # 0 y se lo hubiera sacado factor
comun se tiene

|ll

LEOI y(t)=0 con 1=—

dt [21)

T tiene dimensidon de tiempo y recibe el nombre de “tiempo de retorno” o
como se lo conoce comunmente “constante de tiempo del sistema”; es el
inverso del médulo del valor propio y por lo tanto da una medida en
tiempo de la rapidez con la que un sistema asintdticamente estable
retorna a su equilibrio. Se puede por lo tanto escribir la solucién de la

ecuacion diferencial como
t

y(t) =yoe 7

Por lo tanto T es el tiempo en el que la solucién disminuye un 63% del
valor de la condicién inicial ya que el valor de y(7)=0.37 y,. La figura
siguiente muestra la evolucién de y(t) en el tiempo



e
0.37y,

0
t

Observar que la maxima velocidad de cambio se produce en t=0 ya que en
ese momento la derivada es maxima con valor:

dy@  _ _ Yo
dt 1
t=0
Demas esta decir que si p=0 la solucidon es una constante y si p>0 el
sistema lejos de retornar a un equilibrio estable se aleja constituyendo lo
que se conoce como un sistema inestable.

Resumiendo: el comportamiento de un sistema de 1° orden (un elemento
almacenador de energia) queda totalmente caracterizado ya sea por su
valor propio p o por su inverso T o constante de tiempo.

. d
Sistema de 2°° orden
En este caso la ecuacién diferencial que la representa es

[y (t)] dly(®)] _ Y=y, .
a;——— ta———+ay()=0 con {y(O) _y, ©F

La ecuacidn caracteristica es: a,p? + a;p + a, = 0 cuyas raices son:

De acuerdo a la ubicacion de las raices se presentan 3 situaciones
asintéticamente estables de comportamiento:

a) Raices reales y distintas



Este es el caso del ejemplo del apartado anterior donde se vio que la
solucidn tiene la forma siguiente:

y(t) — Cl . ghit + CZ . eb2t = (w) . bt + (w) . b2t
P2 —P1 P2 —P1

Esto es, la solucidn es la suma 2 componentes de 1* orden ya estudiadas.
Puesto que la solucidn es la suma, el sistema sera asintdéticamente estable
siy solo si p;<0y p,<0. En esta situacidn de estabilidad se suele definir un
tiempo de retorno T como

1

T=—T
min |pq, p|

Definicion bastante acertada cuanto mas separado sean p; y p>

La figura siguiente muestra una tipica respuesta a las condiciones iniciales
de un sistema con 2polos reales y distintos en el spi.

0.20
p1 v p2 reales negativas y distintos
UIDM
00075 05 1.0
_o0.10f £(s)
-0.20-

b) Valores propios iguales (p;=p,=p)
En este caso la solucion es de la forma
y() =C,-ePt +C,-t-ePt
Que en funcién de las condiciones iniciales queda
y() =y eP  + [yo —pyo] "t - e

Como antes, para que el comportamiento sea asintoticamente estable
p:=p,=p debe ser menor que 0.



La forma de la respuesta es similar a la que se presentd para valores
propios reales y distintos pero con una respuesta mas rapida.

c) Valores propios complejos conjugados
En este caso se tiene que

p1=a+jp y P2 =a—jp
La solucion se escribe en este caso como
y(t) = C, - e@HiBrt 4 ¢, . el@=iB)t
Que se puede escribir como
y(t) = C; - e* (cosPt + jsenft) + C, - e*t(cospt — jsenft)
Acomodando se tiene

C3 = (C; + ()

t) = e% - (Cy- cosBt + C,senfit) con { ,
y() (3 ﬁ 4 ﬁ) C4=](C1_Cz)

Nota: si p; y p, son complejos conjugados, C; y C, también seran
complejos conjugados pero C; y C, seran constantes reales.

La solucion de la ecuacion diferencial en este caso en funcién de las
condiciones iniciales queda

y(t) = et - {yo - cosfPt + [W] - sen/g’t}

Que también se puede expresar como

C. =+/C?+ C?
y(t) = Cs - e® - sen(ft + @) con ° _31 Cs ¢
p=1tg (C—)

El sistema presentara estabilidad asintética siempre que a < 0 y en ese
caso también se suele definir un tiempo de retorno o “atenuacion del
sistema” T como



La respuesta tipica de este caso para un par complejo conjugado con
a < 0 en el plano s es oscilatoria amortiguada tal como se muestra en la
figura siguiente

0.20¢
. p1y pzcamplejos confugados
0.10 S Ne en spi del plano s
0.00 S
0 05 1.0
—0.10F -7 £(s)
~0.20%

Por supuesto, si a = 0 no habrda amortiguamiento y la oscilacion sera
sostenida con amplitud constante mientras que si o > 0 la oscilacion
tendra amplitud creciente.

Estudio mediante la expresién clasica de un sistema de 2% orden
La forma tipica de representar a los sistemas de 2% orden es mediante la
ecuacion siguiente:

J(@) + 28w,y () + wi -y (@) = f(O)
Que para el caso del analisis de la ecuacién homogénea resulta
J(@) + 28w, y(t) + wi - y(t) =0

La primera pregunta que aparece es équé representan ¢ y w,? Para
responder a esta pregunta se analiza el siguiente sistema mecanico sobre
el que actua una fuerza f(t) y se produce un desplazamiento y(t)

¥(t)
. o
T
_‘ m  —» fit)
|
g

La ecuacién diferencial del mismo es la siguiente



m-J)+p-y®) +k-y) = f(©

La ecuacién homogénea por lo tanto es

m-j()+B -y +k-y)=0

Significado de w,,
Con este fin se considera al sistema mecanico en cuestion libre y sin el
elemento amortiguador cuyo valor es [5; la ecuacién queda

m - () + k- y(t) = 0 o bien acomodandola (t) +---y(t) = 0 (¥)

Se puede comprobar que una simple solucidn que la verifica es
y(t) = A senwt
Para esta solucidn se tiene que
y(t) = w-A-cosw,t y  y(t) = —w? A-senw,t

Reemplazando en (*) se obtiene

k
—wZ-A-senwt+a- A-senwt =0

K . ,k
De modo que — = w? obien w = |—
m m

Resulta entonces que la salida del sistema en respuesta a una posible
energia almacenada en el sistema o condicién inicial es una oscilacion
senoidal de frecuencia w. Comparando la ecuacién (*) con la genérica para
una situacién similar: j(t) + w2 -y(t) =0

k . . . e
Resulta que w2 = — = w? . Es decir w,, es la frecuencia a la que oscilaria

el sistema sin ningun amortiguamiento. De alli entonces el nombre que
recibe w,:

w,,: Frecuencia natural no amortiguada del sistema



Ahora bien, si se considera que existe amortiguamiento, es decir § # 0 y
por lo tanto la ecuacidn diferencial homogénea esta completa:

m-J()+B-yO) +k-yt)=0

La solucién ahora es del tipo y(t) = Ae®t . Igual que antes calculando las
derivadas y reemplazando se tiene:

m-A-s*-eSt+p-A-s-et+k-A-et=0
Lo que da como resultado la siguiente ecuacion auxiliar
m-s?+B-s+k=0

Las raices de esta ecuacion son:

b=z 2m~— m\4mk) m
. k :
Como se vio, w2 = — porlo tanto reemplazando este valor se obtiene

B B? B B?
=———+ |w2- —wi=—a—tw, -1
S1,S> > T |y Ak Wy > T Wy dmk

B
2vVm-k

B* _ 2 _
Llamando a pros = &% resultaque ¢ =

Definiendo como valor critico del amortiguamiento [ a aquel que provoca
la anulacion de la raiz cuadrada (s; y s, raices reales iguales) se tiene que
este valor es precisamente 2vm-k = [.. De este modo entonces

&= % y de esta forma se define a ¢ como:

c

&: Factor de amortiguamiento relativo del sistema

k ., ,
Reemplazando el valor de ¢y el de w? = —en la expresion de las raices
se obtiene:



S1,S2 ==& wp twy §2 -1
Que precisamente son las raices de la ecuacidn genérica original.

En esta expresion, si:

> &2 =1 las 2 raices seran reales e iguales y se dice que el sistema
presenta amortiguamiento critico (el amortiguamiento [ del
sistema tiene el valor critico).

> &2 > 1 las 2 raices seran reales y distintas y se dice que el sistema
es sobreamortiguado ( § del sistema > )

> &2 <1 las raices seran complejas conjugadas y se dice que el
sistema es sub-amortiguado (f del sistema < £3,.)

En el caso sub-amortiguado se suele escribir a las raices como
$1,S = —0 X jwg

donde
o: es la atenuacion del sistema = § - w,

w : es la Frecuencia natural amortiguada del sistema = w,, - \/ 1 — &2

En la siguiente figura se muestra un plano s con un par complejo
conjugado de polos y se destacan los valores definidos

Im

51% wy=w, V1 &

|

[

I

[

| & =cosQ

~Fy |

: Ke

|

: Plano s

|

I I -~
7] - T ——— 4-wy=-w,v1-&




Como ejemplo de célculo, se evalla la respuesta a las condiciones iniciales
, .z s . . d .
segln la ecuacion genérica de un sistema de 2°° orden subamortiguado.

La ecuacién de partida es:
YO + 28wn - y(©) + wi - y() =0
Aplicando Laplace con condiciones iniciales se tiene

s2Y(s) — sy(0) — y(0) + 2§ wp[sY (s) — y(0)] + wiY(s) = 0

Acomodando la ecuacion resulta

Y.(s) = sy(0) +y(0) + 2§ wny(0)
T 524 28wps + w?

Previo a antitransformar se puede acomodar la expresidn como sigue

Y.(s) = (s + {wy,)y(0) y(0) + §w,y(0)
TS24 28wps + Wi S% 4 28wps + wF

Antitransformando se obtiene la respuesta en el tiempo para las
condiciones iniciales, resultando

y(0)+{wny(0)

” ] ce~¢@nt . senw,t para0 < &<1
d

Yei(s) = (0) - et - coswqt + |

Se repite a continuacion la figura presentada con anterioridad como una
tipica grafica de dicha respuesta

0.20 C

’ N p1y pzcomplejos conjugados
0.10 «"/(N X en spi del plano s
0.00 Lz e e e

-0.10+ t(s)
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o
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Se puede ver que en t=0 la respuesta comienzaeny(0)=0.1y la
pendiente en t=0 estara dada por y(0).



La respuesta forzada (sin condiciones iniciales)

Sefales forzantes tipicas
Las sefiales tipicamente utilizadas para la evaluacion del desempefio de un

sistema de control son de la forma r(t) = k% con p=0,1,2,....consideradas
1
sph+1’
Ademads también se considera una senal muy especifica cuyo ensayo
permite conocer al sistema mismo, es la llamada “funcién Impulso”. Un
impulso es un pulso con un ancho At — 0 tal como se muestra en la figura
siguiente. La amplitud de un impulso es el area A donde A = h X At

6‘(_-5)_ / Impulso

para t>0. La correspondiente transformada de Laplace es R(s) = k

Pulso

At

La transformada de Laplace de una funcién impulso es igual al area A de la
funcidn. El impulso cuya area es unitaria recibe el nombre de “Impulso
unitario, 6(t)”. Cuando se excita con &(t), la respuesta del sistema es la
expresion del sistema mismo, es decir sus modos propios. Un simple

ejemplo corroborara lo afirmado

Sea la funcién de transferencia de ler orden 2 = L ,sir(t) =6(t)
R(S) sT+1

1 t

y(S) - ST+1

es el modo propio del sistema excitado.

X 1 vy su antitransformada es y(t) = e = que precisamente

La funcion escalon

Segln la expresidon genérica planteada al comienzo, corresponde a p=0,
por lo tanto esta funcion se describe como de valor k para t=0. Su
transformada de Laplace es k/s. Tipicamente se utiliza como escalén
unitario (k=1) y a veces se lo llama “entrada de posicion”. La figura
siguiente muestra una sefal escaldn de amplitud B.



La funcion rampa

Segln la expresidon genérica planteada al comienzo, corresponde a p=1,
por lo tanto esta funcidn se describe como aquella cuya pendiente tiene
valor k para t=0. Su transformada de Laplace es k/s°. Tipicamente se utiliza
como rampa unitaria (k=1) y a veces se la llama “entrada de velocidad” . La
figura siguiente muestra una sefal rampa de pendiente Q.

uft) /l//

e

La funcion parabola

Segln la expresidon genérica planteada al comienzo, corresponde a p=2,
por lo tanto esta funcion se describe como aquella que presenta un
comportamiento parabdlico para t=0. Su transformada de Laplace es k/s’.
Tipicamente se utiliza como parabola unitaria (k=1) y a veces se la llama
“entrada de aceleracion”. La figura siguiente muestra una sefial rampa.

uft)

Sistema de 1° orden

La ecuacién de 1% orden completa es

a, db;—it)] + ayy(t) = br(t)

Sacando factor comun g, se puede acomodar como



dly(®)]

2y =20

Llamando a

a . .
> a—l = 1 “constante de tiempo del sistema”
0

b : : . .
> —= k “ganancia en estado estacionario del sistema”
0

La ecuacidn se puede escribir como

dly(t)]
dt

+y(t) =k-r(t)

Considerando condiciones iniciales nulas y aplicando Laplace se obtiene
acomodando la funcidn de transferencia siguiente

YGs) _ _k
R(s) T osT+1

Sin pérdida de generalidad se suele definir una funcion de transferencia
qgue se la llama normalizada (término independiente del polinomio
numerador igual al término independiente del polinomio denominador)
porque el error al escaldn es nulo:

Y(s) 1
W_ST+1

Respuesta al escalon:

La respuesta normalizada es
t

y(t)=1—e = parat20.

En este caso el error parat — oo es nulo: e,g.(0) = () —y(0) = 0.
La figura siguiente es la de una tipica respuesta al escalén normalizada



Pendiente= — t
yit) / T v(it)=1—e"7
,-
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Y il
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b=

Notar que si el escalén hubiese tenido amplitud A, la respuesta se escribe

%t)=1—e_%=y(t)=/l<1—e_%>

De alli lo de respuesta normalizada ya que cualquiera sea el valor del

escaldn lo Unico que se debe hacer es multiplicar la soluciéon normalizada
por el valor del escaldn.

Nota: una propiedad de la funcién exponencial es que entre cada
constante de tiempo se modifica su valor un 63% del valor final, es decir
desde t=0 hasta t=17 (desde O hasta A en la grafica anterior) la sefal
alcanzé el 63% del final; desde t = 7 hasta t =27 (desde A hasta B) la seiial
subio un 63% de lo que falta para llegar a 1, y asi sucesivamente.

Respuesta al impulso
La respuesta normalizada es

t
y(t) = lex para t=0

T

. L . A
Igual que antes, si el escaldn tiene valor A, en t=0 tendra el valor -

Respuesta a la rampa
La respuesta normalizada es



t

y(t)=t—1+71T-e * parat20

ar -

En este caso el error a larampa ent — oo es finito con valor t:
t
erampa(oo) =r()—y®) = [t — (t —T+T1T- e_?)]

Por lo tanto un sistema de primer orden tendra mas precisidon cuanto mas
pequeia sea su constante de tiempo.

=T

t—ooo

t
Igual que antes si el escaldon esde valor A, y(t) = A (t —T+71T" e_?)

Propiedad de los sistemas lineales e invariantes en el tiempo
Si se presta atencidn a las respuestas en el tiempo del sistema de 1% orden
obtenidas para distintas sefiales de entrada,
» la derivada de la respuesta a la rampa es la respuesta para una
entrada escalén
» la derivada de la respuesta al escalon es la respuesta para una
entrada impulso.

Ahora bien analizando las entradas:
» la sefial escaldn es la derivada de la sefial rampa
» la derivada de la seial escaldn es la sefal impulso.

Resulta asi una propiedad muy importante de los sistemas LTI:

“Dada una seial de entrada r(t) y su respuesta y(t), si el sistema es LTI, la
respuesta a la derivada de r(t) se la obtiene derivando y(t)”

Caracteristicas de la respuesta al escalén de un sistema de 1°'
orden

Entre las caracteristicas a analizar tenemos



La pendiente de salida de la curva normalizada en el origen es finita y
viene dada por la derivada de y(t) en t=0:

dy(t) 1 _t 1
—_— - T = —
dt T t=0 T

. . : . . A
Si el escalén presenta una amplitud A, la pendiente sera ~ esto se

muestra en la siguiente figura con un ejemplo de un sistema que tiene una
funcidn de transferencia

Y(s) 140

R(s) 29s+1

Se aplican escalones de 3 amplitudes A distintas: (1)=.5, (2)=1vy (3)=1.5

260

200
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ylt) /f”""'_'_'
| —
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tiempo

(1) alcanzara el valor final de 70, (2) alcanzard 140y (3) 210. Sin embargo
los tres tienen la misma constante de tiempo 7 = 29 y por lo tanto en 29
seg. cada uno alcanzara el 63% de su respectivo valor final y para ello las
correspondientes pendientes en el origen deben ser diferentes: (1) es
70/29=2.4, en (2) es 140/29=4.8 y en (3) es 210/29=7.24. Prestar atencion
gue en este caso la amplitud del escalén por la ganancia del sistema
representa el valor final que alcanzard la salida

2 conclusiones se pueden rescatar hasta aqui:

» “La ganancia del sistema es un indice de su capacidad ”
» “la pendiente en el origen no es indice la velocidad del sistema”

Se vio que la ganancia del sistema tiene efecto sobre el valor en estado
estacionario del sistema pero no tiene efecto sobre la velocidad de
respuesta. Se puede escribir una tercera conclusién:



» “solo la constante de tiempo tiene influencia en la velocidad de
respuesta: cuanto mds chica, mds veloz” .

Para demostrar lo afirmado, la siguiente figura corresponde a la respuesta
a un escalén unitario de 3 sistemas con distintas constantes de tiempo
pero igual ganancia:

Y(s) _ 10 Y(s) _ 10 Y(s) _ 10
R(s)  s+1 R(s)  2s+1 R(s)  5s+1

121

10 | u=1_ v(e)

Y(t) 6 F
0.63- ()

4 L

2

0

0 5 10 15 20

tiempo
Claramente cuanto mayor es la constante de tiempo, mas lento es el
sistema.

Sistemas integradores o no autoregulados

En la expresion general al%it)] + a,y(t) = br(t) puede ocurrir que la

constante a, sea nula. En ese caso la expresiéon queda

a; db;—(tt)] = br(t)

Este tipo de procesos se conocen como “procesos integradores”. Ocurre
que la salida es la integral en el tiempo de la entrada. También se les suele
llamar “procesos no auto-regulados” para diferenciarlos de los que si
tienen completa la ecuacién diferencial que, tal como se estudid, al
excitarlo con un escalén alcanza un nuevo estado estacionario; en estos
procesos no ocurre lo mismo y por lo tanto la variable crece mientras dure
la excitacion.

Para justificar el nombre de integradores basta con aplicar Laplace con
condiciones iniciales nulas obteniendo

a;SY(s) = bR(s) de donde se tiene que Y(s) = iaiR(s)
1



El tipico ejemplo de un proceso autoregulado es un tanque al que ingresa
liquido y del cual sale liquido libremente por un orificio. Cuando el caudal
de liquido que sale debido al nivel de liquido en el tanque sea igual al
caudal que ingresa, se consigue un nuevo equilibrio o nivel de liquido en el
tanque.

Por el contrario, si en la salida del tanque se coloca una bomba que obliga
a salir una cantidad de liquido constante, si el caudal de entrada es mayor
que el que elimina la bomba, el sistema rebalsara y si es menor llegara a
agotarse el liquido en el tanque.

Estos procesos pueden llegar a ser dificiles de controlar debido a que no
presentan autoregulacién

Retardo de transporte o tiempo muerto
El “retardo de transporte” ocurre cuando al aplicar una sefial a la entrada

de un sistema esta aparece a la salida idéntica a la entrada pero corrida un
valor L. esto se representa en el esquema de la figura siguiente

Xt Retardo Puro yitl=x(t-L)
L

Para una sefial de entrada x(t), a la salida se obtiene una seial y(t) idéntica
pero retrasada en el tiempo en un valor L tal como se muestra en la figura
siguiente

Entradox(t)

Salida y(t)

Entonces, si la sefial de entrada es x(t), la salida y(t)=x(t-L)

En cuanto al retardo de transporte, la ecuacién en el tiempo que lo
representa es la siguiente:

y(®) = u(t - L)

En este caso se visualiza que el retardo de transporte L es lo que se conoce
también como “Tiempo Muerto” ya que es el lapso de tiempo que



transcurre desde que se aplica la informacidn hasta que aparece
idénticamente a la salida.

La transformada de Laplace en este caso es:

Y(S) — e—Ls — e—jWL — e—j@

U(s)
Como la expresidn para el retardo de transporte es de dimension infinita,
es comun aproximar el término exponencial correspondiente al tiempo
muerto e~¥ mediante las llamadas “aproximaciones de Padé” de primer y
segundo orden de la siguiente manera:

L
. .« 7 . 1—=s
Aproximacién de primer orden: e ls = 1—{
+=s
2
1—£s+LZSZ
Aproximacion de segundo orden:  e7' = 2%
1+=s+

Con esta aproximacion se consigue reemplazar el retardo de transporte
por polinomios con los cuales es mas sencillo operar. Notar que la
aproximacion introduce ceros en el semiplano derecho del plano s con las
consecuencias negativas que esto introduce y que justifica de alguna
manera lo complicado que sera operar con tiempos muertos.

Analizando intuitivamente lo que ocurre, durante el tiempo muerto del
sistema, el controlador no tiene informacioén de la salida y por lo tanto es
como si el sistema operara virtualmente a lazo abierto. Es comprensible
asi que los tiempos muertos generan problemas serios a la hora de
disefar el control del lazo.

Ante lo aqui presentado, como en el disefo de los sistemas de control,
ademas de los retardos propios de los elementos de medicién y actuacion
aparecen otros retardos relacionados con la ubicacién fisica de los
mismos, es necesario extrema atencidn al decidir no solo el tipo sino la
ubicacion fisica de los elementos del lazo de control.

Conclusiéon: “Cuanto mayor sean los retardos de un sistema
realimentado, mas dificil serd alcanzar un comportamiento
satisfactorio”.



Ve . V4 . d
Caracteristicas de la respuesta al escalén de sistemas de 2°°
orden

Como es sabido, la respuesta en el tiempo esta ligada fundamentalmente
con la posicién en el plano s de los polos de la funcidn de transferencia de
lazo cerrado. Sea el sistema dado por el esquema de la siguiente figura

+ ws
UGs) = — "5 -
S~ s(s+ 2¢w,)

Y(s)

La funcién de transferencia de lazo cerrado normalizada que representa a
este sistema de 2% orden tiene la forma mostrada a continuacién

Y(s) Wy,
U(s) s2+28w,s + w?

Recordemos, se definid:

w,, : Frecuencia natural no amortiguada
¢ : Factor de amortiguamiento relativo
Las raices del polinomio denominador resultan
S1 = —¢w, + wn\/ﬁ y S; = —¢w, — a)n\/a
Claramente la ubicacion de los polos del sistema esta intimamente
relacionada con el valor del factor de amortiguamiento relativo,

ocurriendo que:

» §=0(5s;, =tjwy): un par imaginario puro de polos (sistema sin
amortiguamiento)

» 0<¢E<1 (S12 = —¢w, +w,y/1 - & ). par complejo conjugado de
polos (sistema sub-amortiguado)

» §=1 (sy2=—w,): 2 polos reales e iguales (sistema con
amortiguamiento critico).



> £>1 (51, = —¢w, + w,y/& — 1): 2 polos reales y distintos (sistema
sobre amortiguado)

De las 4 situaciones la mas interesante de estudiar en detalle es el caso
sub-amortiguado. En la figura siguiente se representa la ubicacién de los
polos en el plano s y los parametros que se definen en la ecuacion para
una par complejo de polos de un sistema sub-amortiguado

Im
51 ’1‘ ay=m, vl t’;":
|
|
I
l -
I § = CosQ
- |
_ertl
: Re
|
| Planao 5
|
|
I i -
52 W = s o 4-wy=-w,v1-&-

En este caso se definen ademas de los parametros § vy w,, ya citados a
w,: Frecuencia natural amortiguada o de oscilacion

Sw,,: Atenuacion del sistema

Respuestas a las entradas tipicas

La forma en que responde un sistema cuando es excitado con distintos
tipos de seiales proporciona una idea de cdbmo se comportara cuando el
sistema sea disefiado para efectuar el seguimiento de la entrada. Las
sefiales citadas del tipo r(t) = t”" son las adecuadas para este analisis. A
continuacion se presentan las expresiones matematicas de las respuestas
al escaldn, rampa e impulso acompaiadas de graficas tipicas de esas
respuestas.



Respuestas al escalon
§=0 ~wg=w,, parat=0:

y(t) =1 — cos[w, - t]
0<¢(<1, parat=>0:

—Swnt /1 — &2
y(t)=1- el——fz - sen [wd t+tgt (T‘f)]
—&wnt
y(it)=1- -senfwgy  t + @]

=
y(t) =1—e*@nt - (14w, t)

E>1 - s1=wn-($+\/§’2—1) ysz=wn-(f—w/fz—1) parat > 0:

wn e—Slt e—Szt
y®) =1+ ( -
2 .

§=1, parat=0:

-1\ 1 S2
C polos en el planc s Rra al escaldn
] elr)
i
s-plane
1 .Jlnn'l
0 [
X —jio, L
sin @amaortiguamisnto
fey s-plane e(n

e,

™y
b
e
=]
E
J ug
-4
=]
-

X i 11— §2 subamortiguads

far clr)

s=plane

"
Lo,

Wy
P
Q

critfcamente amortiguado
Je

L, + ey, [ E2— 1
s-plane

= ]

ey

.l
x
Q

’ 7 f
SO, Oy |G | sobreamortiguado



Observar que cuando ¢ » 1 s; ~ 2éw, Y s, =~ 0 por lo tanto se puede
despreciar el sumando que decae mas rapido (s;). Esto es permitido ya que
el efecto en la respuesta de s, es mucho mas pequefio que el de s; al
desaparecer rapidamente. Cuando esto ocurre se puede escribir la
siguiente respuesta al escalon:

y(®) =1 - e EVEont para 0

La figura siguiente presenta simultaneamente las respuestas para cada
caso para poder comparar sus respuestas

¥(t)
Sin amortiguamiento
20 F P N
1.6 F ' \ / '
14 F , ,_
12k Subamaortiguada
Lok N S —
amortiguamiiento |
0.8 F mmg‘gm v
P
0.6 F
04k Sobreamortiguado |\ :
02 \
] 1 1 \\ft /f 1 1 | 1 !
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

Nota: prestar atencién que:

» Como se utilizé una funcion de transferencia normalizada, el error al
escalén es siempre 0
» La pendiente con la que comienzan las curvas en t=0 es 0

Respuestas al impulso
0<¢<1, parat=>0
y() =

(‘)n
1-¢2

ce$ont . senwy - t

E=1parat=>0
y(t) = w3 - t- =¥t



> 1, arat = 0:
1, p 0
() = _ Wn e—(s—,/52—1)-wnt . wn e—(f+\/€2—1)-wnt
2-,/82 -1 2-,/82 -1

‘ Imlp) vir)

—_——
L

s

Relpl

elpl

Imip] Wi

Felp]

Imip)

Relpi [

Il W

Relp)

La figura siguiente presenta simultdneamente las respuestas para cada
caso para poder comparar sus respuestas

10
0.8 AN ___Ig;m
0.6 f; gfg;
0.4 f% = =07 B
TN =10
. A\ N\
y(t) { \&H —
n
02
N
N \_/
06
08
-0, 2 4 6 8 10 12
Wt

Nota: Prestar atencidon que



» Enlarespuesta al impulso la pendiente de las curvas en t=0 es
finita.

» Sila respuesta al impulso no cambia de signo el sistema es
criticamente amortiguado o sobre amortiguado.

» El sobrepico maximo para el caso sub-amortiguado ocurre en

@

pimp = w_d

t

> el sobrepico Maximo vale Ypico = Wp * €XP [—\/%52 . (p] = Wy, ' exp [—i- (p]

wq

Respuesta a la Rampa

Se presenta solamente la respuesta para el caso mas interesante es decir
el sub-amortiguado

0<é<1lparat>0

e—f(t)nt

y(t) = [t _X -sen(wgt + 0)] con 8 = cos™1(282 1)

wWn wq

Una tipica forma de respuesta a la rampa es la que se muestra a
continuacion

Rta. transitorio rampa d /
— 1 um'ran't/ /E; lida

| / T~ Error=—
f w
error rmnsr'ro@/ | /

# n
P o

P

o dindmico .~ e

A 5 . ,
)( /; | Rto. estacionaria -

t

.7 .« . 2
Nota: prestar atencidn que el error en este caso es finito y vale w—f

n

A continuacion se citaran y se presentaran las expresiones matematicas
(sin calcularlas) de las caracteristicas de desempefio mds destacadas de la
respuesta al escaldon para un sistema sub- amortiguado



Caracteristicas de la respuesta en el tiempo al escalon para un sistema
sub-amortiguado de 2°° orden

La mostrada a continuacidn es una respuesta tipica de un sistema con un
par complejo conjugado ante un escaldn unitario

_|_1:'[':|
Yss
( £ L AP, //,f.f*f

05 or (002

(1.5

Para un par complejo conjugado de polos existen relaciones muy precisas
en funcidn de los valores en el plano s para todos los parametros definidos
en la figura:

» Tiempo de sobrepico t,: tiempo que transcurre desde que se aplica
el escalén hasta que ocurre el primer pico de la respuesta

Vs Vs T

t,, =———— = =
p wn-,/1—52 wq parte real del par complejo

» Sobrepico, SP: es el valor en que la respuesta del sistema supera al
valor para t — oo. El sobrepico en general se expresa como un
porcentaje del valor de estado estable (t — o) y ocurre en el

tiempo t,.
§ ‘max~Yss $
SP = Yiax — Yss = Yss " €XD <_ \/f_—§2> Yy SP%= z yssy 100 = exp <_ \/f——fz) -100

» Tiempo de establecimiento, t; : es el tiempo desde que se aplica el
escaldn hasta que la salida no se aparta mas de un 5% o 2% del
valor estacionario final y



3 4 ) 364
parte real del par complejo

» Tiempo de subida, t,.: es el tiempo que transcurre desde que la
salida alcanza el 10% del valor y,; hasta que alcanza el 90% de y..
Para 0 < & <1 se pueden escribir las dos expresiones aproximadas
siguientes, siendo mas precisa la de 2do orden:

__ 0.842.5¢ 1-0.4167£+2.917&2
tr = y

Wn Wn

ﬂﬁ
IR

La figura siguiente también permite evaluar graficamente t,

t,w, § | tw,

30F 0.1 1.104

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

oy

» Tiempo de retardo, t;: es el tiempo que transcurre desde que se
aplica el escalon hasta que la salida alcanza el 50% de y.. Se
proporcionan también 2 ecuaciones para0 <& <1

1+40.7 1.1+0.12584+0.469&2
td = E y td = E E

Wn Wn

De todos estos parametros, el mejor indice de la “cantidad” de estabilidad
del sistema es el sobrepico SP: cuanto mayor es, menor es la estabilidad.
Como se aprecia el SP depende exclusivamente del factor de
amortiguamiento relativo . La figura siguiente muestra cémo cambia la
respuesta al escaldn unitario para distintos valores de £ y cdmo cambia el
SP% con ¢ :



100

NN

80| =

}"[’U 1.0 fe
6l = —

SP%
|

40 =

| | I 0 0.2 4 0.6 0.8 10 1.2
0 ] ] 3 4 5 & B ] 10 i [ I3
@0

También suele tomarse al Tiempo de establecimiento t; como parametro
para evaluar la estabilidad ya que determina el tiempo que dura la
oscilacion de la respuesta. Este tiempo se los suele considerar hasta que
alcanza el 5% o para mas precision el 2% del valor final.

En general la respuesta buscada en el disefio de un sistema realimentado
de control es la que corresponde a un para complejo conjugado de polos
dominantes con un factor de amortiguamiento relativo tal que se cumple
que 0.4 < ¢ <0.7 (46° < @ < 66° en el plano s); esto proporciona una
estabilidad relativa aceptable. La figura siguiente muestra curvas
normalizadas de la respuesta al escaldn para distintos valores de €.

Vy(wgt)
1.8 | £=.1
1.6 2
1.4
!
1.2 3
.() /—._\\\
1.0 8 S—— ——
08 -
0.6 -
0.4
02
| 1 L | 1 | | 1 1 | | 1 1 | 1 | | (U”!'
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17

Notar que todos los tiempos definidos son inversamente proporcional a
wyn. En otras palabras las cantidades wpty, wpty, wyts y wpt, son
independientes de w,,. Si la respuesta en el tiempo se grafica con respecto
a la variable adimensional w,t las soluciones son solo funcion de ¢. Con
esto se puede afirmar que

» La naturaleza de la respuesta depende exclusivamente de &

» w, simplemente es una escala de tiempo



Para ilustrar los efectos de modificar estos pardmetros en la respuesta en
el tiempo a una sefial escalén se presentan a continuacidén casos de
variacion de ellos.

a) Cambio en w,, manteniendo ¢ constante

y(t)! . .
igual sobrepico

r :

Jar

b

plano s

L)

Este ajuste permite corregir la velocidad manteniendo el sobrepico
(estabilidad) constante.

b) Cambio en & manteniendo w,, constante

Je
{=03 E_.-[Ef— i
{ =05 & {=01
{ =0.707
)”E’
/
! -
I
!
‘I—W.i o
!
\
\
A
",
\E\
pol '
T Ey .
vith
i t=o0.1
1.5 =
L {=03
i (=05
ol — /D
- £ =0707 \/
05 -
0.0 1 L | 1 1

1.0 20 3.0 4.0 .0 bHempo



Este ajuste modifica todas las velocidades como consecuencia del cambio
de ¢ y a pesar de mantener el factor de escala w,, constante. Por supuesto
modifica el sobrepico.

c) Cambio en ¢ y w, pero manteniendo constante el producto ¢{w,
(parte real)

v(t)

Jar

LS I

igual envolvente

plano s

ek Pt =

Este ajuste permite conservar el tiempo de establecimiento, pero se
modifican todos los pardametros restantes

d) Cambio en ¢ y w, pero manteniendo constante w,; = w, /1 — &2
(parte imaginaria)

y(t)]

Igual frecuencia de oscilacidn j

: 2
plano s

[ %)

Este ajuste permite conservar el tiempo de pico, pero se modifican todos
los parametros restantes

Conseguir estos ajustes en principio no es complicado; con el siguiente
ejemplo se ve una forma de conseguirlo; sea la planta mostrada a
continuacion



¥is)

Si se le efectUa una realimentacidon como la mostrada a continuacion sera
posible concretar algunos de los ajustes presentados

R(s) 1 . 1 ¥(s)
—:_(P—-—p K — ol >
[
ky
y+
Y
A
La funcion de transferencia del sistema es la siguiente
Y(s) K
R(s) s2+ (A+Kky)s+K
Comparandola con la genérica de segundo orden
Y(s) w;
R(s) s2+42iw,s + w?
Se puede obtener lo siguiente
K = ? y A+ Kk, = 28w,

Por lo tanto con una seleccidén apropiada de Ky k, es posible conseguir los
valores deseados para ¢ y w, con lo cual se podra alcanzar el
comportamiento deseado del sistema realimentado. Por ejemplo:

» variar £ manteniendo w, constante: se debe modificar k, con K
constante.

» Variar w, manteniendo ¢ constante: para variar w, se debe
modificar Ky para mantener ¢ constante se debe modificar k..

» Para mantener ¢w, constante se deben modificar simultdaneamente
Ky k, manteniendo el producto Kk, constante.

Nota sobre los sistemas de 1° orden: alguno de los tiempos definidos
para un sistema de 2% orden, se definen de manera similar para uno de



primer orden. A continuacion se dan los valores para cada uno de ellos
que estan dados en funcién de la constante de tiempo t

t;:tiempo de establecimientoal 5% =31, al2%t; =3.911
t.:tiempo de subida = 2.2t

t,:tiempo deretardo =0.693 7

Efecto de agregar un cero o un polo a un par complejo
conjugado de polos

Agregado de un cero
Dado un par complejo conjugado de polos presentado en forma genérica
como

Wi
s2 + 28w,s + wi

G(s) =

Si se agrega en cascada un cero representado por
S
Go (S) = E +1

Se tiene el esquema en bloques siguiente

Y{s} R Y:{S)l

Rs) , G(s) Gsfs) |—»

La funcidon de transferencia total es

S
w? (E + 1) _ Y,(s)
s+ 28w,s + w2 R(S)

G(s) - Go(s) =

Que se puede escribir como



Wy

s+ 28w,s + w?

Yo (s) _ w,
R(s) %+ 2¢w,s+ w?

S
+ —-
a

Ahora bien si R(s) es un escalén unitario, la salida Y,(s) se puede escribir
como

2
n

+
s(s? + 2¢w,s + w?)

wp

s(s? + 2¢w,s + w?)

S
Yoesc (S) = a ’

S
Yoesc(8) = Yesc(s) + a “Yesc(S)
Que anti-transformando se puede escribir como

1 d[Yesc(t
Yoesc(t) = Yesc(t) + E . %

Es decir la respuesta en el tiempo para una entrada escaldon con el
agregado del cero es la suma de la respuesta del sistema sin el cero mas la
derivada de la respuesta sin el cero dividida por la posicion del cero.

Cuando esta suma se grafica, se puede ver que el efecto de agregar un
cero al sistema original es:

» Desplazar el pico de la respuesta original hacia la izquierda.

» Aumentar el sobrepico que tenia originalmente.

» Corregir la pendiente de la respuesta en t=0 que pasa a ser finita.

v d




La figura anterior muestra las distintas componentes de la respuesta:

(1) Es la respuesta al escalén del sistema original, (2) es la derivada de la
sefial original dividida en ay (3) es la suma de (1) y (2) o sea la respuesta al
escaldn con el agregado del cero. Como se dijo el punto A se desplaza
hacia arriba y hacia la izquierda.

En conclusidn el sistema se hace menos amortiguado y mas rapido, pero
se debe tener presente que si a es muy chica (proxima al origen) la
correccidn sera muy grande y por lo tanto el sobrepico serd muy elevado.

La figura siguiente muestra respuestas al escalén para varias posiciones
del cero

y(t)

-D'ED '.31 1ID 1I5 2ID 2I5 SID 3'5 iID iIE 50
tiempo
La curva turquesa es la del sistema original mientras que la de trazos
azules es la que representa la respuesta con el agregado del cero mas
proximo al origen en el spi. En color lila se muestra también la respuesta al
escalén cuando el cero se ubica en el spd donde, como es de esperar ya
gue cambia el signo de a, cambia el signo de |la derivada en el origen y por

lo tanto la curva comienza descendiendo para luego comenzar a subir.

Agregado de un polo
En este caso lo que se agrega al par complejo conjugado original es




%
“O =

Se tiene el esquema en bloques siguiente

Bl o L) g
La funcidon de transferencia total es
a)Tzl P Yp (S)

G(s) - Gy(s) = (s +p)(s? + 2¢w,s + w2)  R(s)

La expresion de la respuesta en el tiempo al escaldn y,.(t) es

Ypesc(t) = [1 + Rpe_pt +2- IRpcle‘f“’nt * COS (wn J1 = 52) + 0,

Donde

2

Wy

P p? = 28w + w?

p
2-\/1—52-\/p2—2§wnp+w,21

|Rp0| =

Lo interesante es evaluar los residuos cuando p - 0 y cuando p = o
para asi conocer el comportamiento en el tiempo

Sip > 0 entonces |R,|—>1 y |Rpc| -0

1/
; 2
Sip —» o entonces [R,| >0 vy |Rpc| - i
Concretamente
» Sip — 0 el sistema esta gobernado por el polo en p
» Sip — oo el sistema es gobernado por el par complejo

Por lo tanto cuanto mas proximo al origen este el polo agregado el
sistema original exhibira menos sobrepico y sera mas lento en su
respuesta. La figura siguiente muestra una respuesta donde p = ¢w,



1.2

0.8

vt) 0.6

0.4 -

0.2

En general la respuesta original presentara un pico A que se desplaza hacia
la derecha y hacia abajo a medida que el polo p se acerca al origen tal

como se ve en la figura siguiente

A E(ﬂ

=
&

En (2) la respuesta es la original, en (1) la mas prdoxima al origen. (3) es una

posicion intermedia del polo.



