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SENALES ELECTRICAS
1.- Seiales eléctricas en dominio de tiempo

Clasificacion de sefales eléctricas en dominio de tiempo:

De acuerdo a su duracion temporal: Transitorias (Energia finita) o Permanentes (Potencia finita).

De acuerdo a su modelacion matematica : Deterministicas o Aleatorias, las primeras pueden ser transitorias,
periddicas o cuasi-periodicas (suma de funciones senoidales no relacionadas arménicamente). Estan definidas
por una relacion matematica que permite conocer su valor en cualquier instante de tiempo (suponiendo que el
tiempo sea la variable independiente) p. €j. x(t) = 10.e“ .sen(w t) + 4.cos(w t). Las segundas constituye el
grupo de las variables o sefiales estadisticas o aleatorias y no es posible expresarlas como funciones explicitas
de una variable independiente. Pueden definirse algunas propiedades comunes a una familia (ensemble), en
dominio de tiempo a través de sus promedios estadisticos.

En realidad, todas las sefales eléctricas, fisicamente posibles, son transitorias. Lo de “permanente” es una
aproximacion. Se las considera en esta categoria si existen durante un tiempo suficientemente largo (pero
finito).

1.1.- Senal transitoria, existe (toma valores significativos) durante un intervalo de tiempo finito:
x(t)

1.2.- Senial periddica: Caso particular de sefial permanente, cumple que, para cualquier valor de ¢
x(t)=x(t£nT), donde T es una constante positiva real y n entero > 1

El periodo fundamental de la seial es T (n=1) y su inversa, la frecuencia fundamental f, :?

x(t)
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Caso mas simple y conocido de sefial periddica son las funciones armonicas seno/coseno:

2 1
x(t)=A.cos (mot J_r(])) . La amplitud maxima de la sefial es 4 y su periodo fundamental 7T’ -

®, f

1.3.- Seiial aleatoria: caso particular de sefial permanente, no tiene expresion matematica explicita, x(¢;) = ?



x(t)
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1.4.- Definiciones de promedios temporales:
x(t)

valor cuadratico medio
durante t /\

x(t)?

valor instantaneo de la sefial = x(?)

.1
valor medio : X, = <x> =lim—.| x(¢).dt
T —>00 T T
L L oo\ g ] 2
valor cuadratico medio : X, = <x >— lim—.| x(¢)".dt
10T T

.1
valor eficaz : Xy =y /<x2> =\/ggmw; ) x(¢)*.dt

. .1
Operador promedio temporal : <*> =lim—. (*) dt
T—>0 T
T
Notar, en las definiciones anteriores que T — o0. Una aproximacion a los valores ideales se obtiene haciendo
que el lapso de integracion T sea suficientemente grande (cuanto es suficiente, dependera de las caracteristicas

de la sefial) . Las definiciones anteriores se modifican a:

. 1
valor medio durante t [seg] : X, = <x> = —.j x(t).dt
T T
s . . — 2\ _ 1 2
valor cuadratico medio durante t [seg] : X, s = <x >— —.| x(¢)".dt
- A X

/ 1
valor eficaz durante t [seg] : X, = <x2> = T—L x(t)’.dt

Para sefiales periodicas, si se cumple que T es mucho mayor que el periodo fundamental 7, es facil demostrar
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que los valores medio, cuadratico medio y eficaz son:
1 1 1
x,={x)=—. [ x@rde  (x*)= - [ x@dr x,=\(x")= /?. [ x(ey.ar

En aplicaciones eléctricas, x(?) es generalmente una sefial corriente o tension fisicamente posible, es decir que
x(t) debe ser (a) Funcion real y continua, (b) Limitada en tiempo, (¢) Limitada en amplitud.

Para simplificar modelos o manipulaciones matematicas que se aproximen a la realidad, en algunos casos se
utilizan modelos de sefiales no realizables fisicamente (complejas, discontinuas, etc.).

Si x(?) representa una tension desarrollada sobre una resistencia de R ohm, la potencia instantanea

x(1)’
R

mientras, si es una corriente que circula por R ohm p(f)=R.x(¢)*. La

disipada en R sera: p(t)=

potencia media disipada en R durante un tiempo t por x(?) esta definida por:

m,t

P, . :%.%Jx(t)z.dt:@;ﬁ o P :R.%!x(t)z.dt:R.<x2>

segln x(?) sea una sefial de tension o corriente, mientras que la energia disipada es:

T

E =%.!x(z)2.dz=<xz% o E. :R.!x(t)z.dt:R.<x2>.r

De lo anterior resulta que:

e Six(?) es una sefial transitoria su potencia y valor cuadratico medio tienden a cero y su energia es finita
e Six(?) es una sefial permanente su potencia y valor cuadratico medio son finitos y su energia tiende a
infinito

Si la sefial eléctrica x(?) tiene componentes de corriente alterna y continua, tal que:
X(1) =X, + Xq(t) , se tiene que :

X, = <x> (valor dela componente continua de x(¢))

Xy = <x2 > (valor eficaz de x(¢) —RMS)

Xy 0o = <x2 > - <x>2 (valor eficaz de la componente alterna de x (7))

En el caso que x(?) = y(t) +z(t) se tiene que:
<x> = < y()t z(t)> =< y> + <z> La componente media o de continua de la suma es la suma de las componentes

continuas individuales.

<x2>=<(y(t) + z(t))2>=<y2>+ <zz > +2 <y.z> , para el caso particular que <y.z> =0 se tiene que:

<x2 > :<(y(t) + Z(l‘))2 > = <y2 > + <Zz> , en este caso se dice que x(?) e y(?) son incoherentes y la potencia de la

suma (o resta) es la suma de las potencias individuales. Se puede tomar como definicion de incoherencia de dos
sefales cuando se cumple que: < y.Z> =0. P.¢j. dos sefiales armonicas de distinta frecuencia.

También si <y.z> =0y x(¢)=y(t).z(t) , se tendra : <x> = <y.z> = <y><z> y

<x2>=<( y(t).z(t))2>=< 7))



1.5.- Promedios Estadisticos

Suponer un conjunto arbitrariamente grande de sefiales (en el grafico se dibujan unicamente tres funciones
miembro del conjunto) que son generadas por un determinado proceso aleatorio (p.ej. ruido térmico) :

X(t,) §x1(t2)
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Todas se parecen y tienen el mismo valor eficaz, pero no son idénticas. Si en un instante ¢, se toma una muestra
de las n sefiales, se obtiene un conjunto de » valores: x; (2,), x> (¢ ),.... X, (¢, ) cuyo valor medio es:

X () +x,(6) +x,() +....x, (1)
n

x(t)=

Si el experimento se repite en otro instante ¢, , se tiene que el valor

X)) +x,(6,) +x;(8) +....x, (1)
n

medio de los n valores obtenidos sera: x(#,)=

Se define el mecanismo o proceso que ha generado las n sefiales como estacionario si se cumple que

x(t)=x(t,) =x = valor medio estadistico del conjunto de sefiales x() , cualquiera seat; y 1, .

Tomando el conjunto de los valores muestreados en ¢; por ejemplo, admitiendo el rango de variacion de los x (?)
entre +oo y -0 y que el numero de muestras (1) — o, se puede definir una curva a partir de:

(a) Si existen k muestras que no superan un valor x; , se define la cantidad (k/n) como la probabilidad de que la
variable estadistica x no supere el valorx;: P (x <x;) = k/n

(b) Representando P(x < x; ) para todos los valores posibles de x , se obtiene una curva F(x;)=P(x<x;) como la
de la figura:

F(x)

F(x)
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F(x) es siempre creciente (pendiente positiva), tiende a 1 cuando x — +oo (todas las muestras son menores que

o .. k=n)y a0 cuando x — -oo (todas las muestras son mayores que - .. k=0) .

Se define a F(x) como la funcion de probabilidad acumulativa del proceso o mecanismo aleatorio que da origen

a las n senales del ejemplo.

De uso mas comun en aplicaciones de ingenieria es la derivada de F(x):

dF (x)
dx

De lo anterior, resulta que la probabilidad de que la variable x sea menor que un cierto valor x; es:

p(x)= dF (x)=p(x).dx F(x)= J. p(z).dz

F(x,) = J. p(x)dx ysix;— +o  F(+w)=1,  entonces: J. p(x).dx=1
La funcion p(x) es una densidad de probabilidad (es usual abreviarla pdf = probability density function), el area
de p(x) entre dos valores x; y x, da la probabilidad de que x esté entre x; y x;.

p(x)

A

Area entre x, y X,
= P(x,<x<x,)

v
X

P(x, <x< xz):]Z p(x).dx

El valor medio estadistico, definido antes, esta relacionado con la densidad de probabilidad p(x) por:

x= J. x.p(x).dx (o 1" momento estadistico)

Esta relacion permite calcularlo sin necesidad de efectuar el experimento de toma de muestras realizado antes.

En general se define el » momento estadistico como: x" = '[ x".p(x).dx

Y, a partir de ellos, dos promedios importantes en el analisis de probabilidades :

- 2
Variancia: 6° =x" — (x) y Desviacion Standard = ¢

1.5.1.- Procesos ergddicos

Tomando una cualquiera de las sefiales miembro del experimento de muestreo de 1.2.1, y se mide durante un

. . . 2
tiempo 7 suficientemente largo, sus promedios temporales <x>y <x">:
/2

.1
(x(1)) _}Lrgr—.iz x(¢).dt

(x(t)2>=1iml. x(t).dt
Linaa

-1/2



Si el proceso que genera las senales del experimento es, ademas de estacionario, ergddico, los promedios
temporales definidos arriba son iguales a los promedios estadisticos, es decir:

<x> =X <x2 > =x
Si se cumple la condicion de ergodicidad, se tiene que para sefiales de tension o corriente:
Valor medio estadistico = valor de componente continua
2° momento estadistico = valor cuadratico medio
Desviacion standard = valor eficaz
Variancia = valor eficaz de componente alterna

1.5.2.- Uso de la funcién de densidad de probabilidad

Si x(?) es una sefal aleatoria, miembro de un conjunto caracterizado por una funcion de densidad de
probabilidad conocida p(x), no puede expresarse explicitamente en dominio de tiempo, sin embargo es posible
fijar algunas de sus caracteristicas: por lo indicado en el punto anterior, su componente de continua, su valor
eficaz y su potencia . Ademads de algunas propiedades de su comportamiento en tiempo. Conociendo que el area
de p(x) entre dos valores determinados, x; y x, por ejemplo, indica la probabilidad de existencia de x(z) entre
esos valores. Pueden hacerse dos interpretaciones:

(1) Si la sefial es observada durante un tiempo t suficientemente largo , P(x; < x < x, ) representa la fraccion
del tiempo t que la sefial se encuentra entre los valores x; y x; .

(2) Si en un instante arbitrario, se toma una muestra de x(z), la probabilidad de ocurrencia de que esté entre x; y
x, serdiguala P(x; <x <ux;).

Area=P(x,<x<x,) = (T +T,+T,+T,)IT

Vo
. Lo
anterior permite determinar criterios practicos para definir, por ejemplo, el valor de pico de una sefial que deba

ser transmitida a través de un dispositivo activo con distorsion tolerable. (P.ej, definir como valor de pico aquel
valor que no es superado el 90 % del tiempo).

1.5.3.- La funcidn de distribucion normal o gaussiana

1 7(x—x0 )2

Esta definida por: p(X)=———.e 2°
2no

donde ¢ y xy son la desviacion standard y el valor medio, respectivamente, de la variable x.
La pdf normal es importante en aplicaciones de ingenieria, porque es la que caracteriza a fendmenos aleatorios
generados por la accion de un numero grande (— o ) de agentes con contribuciones infinitesimales de cada uno
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de ellos tomados individualmente (Teorema del limite central). Por ejemplo: el movimiento browniano de
electrones en el interior de un conductor, que produce el ruido térmico o el fendémeno de propagacion por
caminos multiples, causante de desvanecimientos en enlaces de radio.

La probabilidad de que la variable x supere un determinado valor x; es:

00 u?

1 Py
P(x>x,) :m.j e 2" .du suponiendo x, = 0

1 7 =
llamando z = u/c queda: P(x>x,)=——. I e Ydz= Q(ﬂj

NOL I c
()

(o

La funcién Q(x) es de uso comun en estadistica y esta tabulada en tablas matematicas y calculadoras de mano.
Otras de uso comun son la funcion error (erf) y error complementaria (erfc), definidas como:

erf (x) 2% jﬁ e dz erfc(x)=1-erf(x)

1 X 1 X
La relacion que existe entre Q, erfy erfc es:  Q(x) =—.| 1—erf (—j = —.erfc (—j

2 2 2 2
Tabla de la funcion O(x):

.€].: . =4.66x10" , . =92x10" ,etc.
P.ej.: 0(2.60) = 4.66x10 03.74) = 9.2x10



0 1 2 3 4 5 6

0 5,00E-01 1,59E-01 2,28E-02 1,35E-03 3,17E-05 | 2,87E-07 | 9,87E-10
0,02| 4,92E-01 1,54E-01 2,17E-02 1,26E-03 2,91E-05 | 2,58E-07 | 8,72E-10
0,04 4,84E-01 1,49E-01 2,07E-02 1,18E-03 2,67E-05 | 233E-07 | 7,71E-10
0,06 4,76E-01 1,45E-01 1,97E-02 1,11E-03 245E-05 | 2,10E-07 | 681E-10
0,08 4,68E-01 1,40E-01 1,88E-02 1,04E-03 2,25E-05 1,89E-07 | 6,01E-10
0,1 4,60E-01 1,36E-01 1,79E-02 | 9,68E-04 | 2,07E-05 1,70E-07 | 5,30E-10
0,12| 4,52E-01 1,31E-01 1,70E-02 | 9,04E-04 1,89E-05 1,53E-07 | 4,68E-10
0,14 4,44E-01 1,27E-01 1,62E-02 | 845E-04 1,74E-05 1,37E-07 | 4,13E-10
0,16/ 4,36E-01 1,23E-01 1,54E-02 | 7,89E-04 1,59E-05 123B-07 | 3,64E-10
0,18 4,29E-01 1,19E-01 1,46E-02 | 7,36E-04 1,46E-05 1LIIE-07 | 3,21E-10
0,2 421E-01 1,15E-01 1,39E-02 | 6,87E-04 1,33E-05 | 9,96E-08 | 2,82E-10
0,22 4,13E-01 1,11E-01 1,32E-02 | 641E-04 1,22E-05 8,95E-08 | 2,49E-10
0,24 4,05E-01 1,07E-01 125B-02 | 5,98E-04 1,12E-05 8,03E-08 | 2,19E-10
0,26/ 3,97E-01 1,04E-01 1,I9E-02 | 5,57E-04 1,02E-05 7,20E-08 1,92E-10
0,28/ 3,90E-01 1,00E-01 1,I3E-02 | 5,19B-04 | 9,34E-06 | 6,46E-08 1,69E-10
0,3 3,82E-01 9,68E-02 1,07E-02 | 4,83E-04 | 8,54E-06 | 5,79E-08 1,49E-10
0,32 3,74E-01 9,34E-02 1,02E-02 | 450E-04 | 7,80E-06 | 5,19E-08 1,31E-10
0,34 3,67E-01 901E-02 | 9,64E-03 | 4,19E-04 | 7,12E-06 | 4,65E-08 1,15E-10
0,36/ 3,59E-01 8,69E-02 | 9,14E-03 390E-04 | 6,50E-06 | 4,16E-08 1,01E-10
0,38/ 3,52E-01 8,38E-02 | 8,66E-03 3,60B-04 | 5,93E-06 | 3,72E-08 8,85E-11
04| 3,45E-01 8,08E-02 | 8,20E-03 337E-04 | SAIE-06 | 3,33E-08 | 7,77E-11
0,42 3,37E-01 7,78E-02 | 7,76E-03 3,13E-04 | 494E-06 | 298E-08 | 6,81E-11
0,44 3,30E-01 749E-02 | 7,34E-03 291E-04 | 450E-06 | 2,66E-08 5,97E-11
0,46 3,23E-01 721E-02 | 6,95E-03 2,70E-04 | 4,10E-06 | 238E-08 5,24E-11
0,48 3,16E-01 6,94E-02 | 6,57E-03 2,51E-04 | 3,73E-06 | 2,13E-08 | 4,59E-11
0,5 3,09E-01 6,68E-02 | 6,21E-03 2,33E-04 | 3,40E-06 1,90E-08 | 4,02E-11
0,52| 3,02E-01 6,43E-02 | 5,87E-03 2,16E-04 | 3,09E-06 1,69E-08 | 3,52E-11
0,54/ 2,95E-01 6,18E-02 | 5,54E-03 2,00E-04 | 2,81E-06 1,51E-08 | 3,08E-11
0,56 2.88E-01 594E-02 | 5,23E-03 1,85E-04 | 2,56E-06 1356-08 | 2,69E-11
0,58/ 2,81E-01 571B-02 | 4,94E-03 1,72E-04 | 2,32E-06 1,20E-08 | 2,35E-11
0,6 2,74E-01 548E-02 | 4,66E-03 1,59E-04 | 2,11E-06 1,07E-08 | 2,06E-11
0,62] 2,68E-01 526E-02 | 4,40E-03 1,47E-04 1,92B-06 | 9,55E-09 1,80E-11
0,64 2.61E-01 5,05E-02 | 4,15E-03 1,36E-04 1,74B-06 | 8,50E-09 1,57E-11
0,66| 2,55E-01 4,85E-02 | 3,91E-03 1,26E-04 1,58E-06 | 7,57E-09 1,37E-11
0,68/ 2,48E-01 4,656-02 | 3,68E-03 1,17E-04 1,43E-06 | 6,73E-09 1,19E-11
0,7 2,42E-01 4,46E-02 | 347E-03 1,08E-04 1,30E-06 | 5,99E-09 1,04E-11
0,72] 2,36E-01 427B-02 | 3,26E-03 9,96E-05 1,I8E-06 | 533E-09 | 9,09E-12
0,74 2,30E-01 4,09E-02 | 3,07B-03 9,20E-05 1,07E-06 | 4,73E-09 | 7,92E-12
0,76/ 2,24E-01 392E-02 | 2,89E-03 8,50E-05 | 9,68E-07 | 421E-09 | 6,90E-12
0,78/ 2,18E-01 3,75B-02 | 2,72E-03 7,84E-05 8,76E-07 | 3,74E-09 | 6,01E-12
0,8 2,12E-01 3,59E-02 | 2,56E-03 723E-05 | 793E-07 | 3,32E-09 | 5.23E-12
0,82| 2,06E-01 344E-02 | 2,40E-03 6,67E-05 7,18E-07 | 2,94E-09 | 4,55E-12
0,84/ 2,00E-01 329E-02 | 2,26E-03 6,15E-05 | 6A49E-07 | 2,61E-09 | 3.96E-12
0,86 195E-01 3,14EB-02 | 2,12E-03 5,67E-05 587E-07 | 231E-09 | 344E-12
0,88 1,89E-01 3,01E-02 1,99E-03 5,20E-05 530E-07 | 2,05E-09 | 2099E-12
0,9 1,84E-01 2,87E-02 1,87E-03 | 4,81E-05 | 4,79E-07 1,82E-09 | 2,60E-12
0,92 1,79E-01 2,74E-02 1,756-03 | 443E-05 | 433E-07 1,61E-09 | 2,26E-12
0,94 1,74E-01 2,62E-02 1,64E-03 | 4,07E-05 | 3,91E-07 1,43E-09 1,96E-12
0,96/ 1,69E-01 2,50E-02 1,54E-03 3,75E-05 | 3,52E-07 1,26E-09 1,70E-12
0,98 1,64E-01 2,39E-02 1,44E-03 345E-05 | 3,18E-07 1,12E-09 1,48E-12
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W)

para x>7, O(x) puede aproximarse por : Q(x)~

2.- Seiiales eléctricas en dominio de frecuencia

Una forma alternativa de representar las propiedades de una sefial eléctrica es en dominio de frecuencia. La
herramienta matematica que vincula los dominios de tiempo y frecuencia es la transformada de Fourier.

Si para una sefal x(?), las integrales existen (como ocurre para toda sefial x(z) fisicamente posible), se define el
par de Transformada de Fourier segln:

X(f) =[xy X0 =] X(r)edr

donde = 2.n.f
X(f) es la representacion de x(?) en dominio de frecuencia, es el “espectro de frecuencias’ o simplemente
“espectro” de x(2).
Simbdlicamente, se indica la relacioén de transformacion como: x(2) <> X(f) , que debe leerse como “La
transformacion de x(2) es X(f) ” . El par x(¢) y X(f) es biunivoco (a un x(?) corresponde un X(f) y viceversa). El
simbolo < indica transformacion). X(f), es normalmente una funcién compleja en dominio de frecuencia .

X(f)=Re X()+jImX(f)= [ x(t).cos(@t)dt — j | x(¢).seneot)dt

Analizando la expresion de arriba puede deducirse que, suponiendo a x() real :

si x(2) es una funcion par, Im/X(f)]= 0y X(f) es real
si x(?) es una funcion impar, Re/X(f)]= 0 y X(f) es imaginario

Re X(f) = Re X(-f) , la parte real de X(f) es de simetria par
Im X(f) = -Im X(-f), la parte imaginaria de X(f) es de simetria impar

También puede ponerse: X (f) =|X(f)| £ donde:

X(f)| = Re X(f))? +(m X(f))*

_ Im X ()
@(f)=arctan Re X(/)

|X(#)| es funcion par y ©(f) (espectro de fase) funcion impar.
Notar ademas que, para x(?) real :
X(-f) = X*(H) (X(P) es funcion Hermitica)

x(0) = area de X(f)
X(0) = area de x(t)



IX(F)I

Im(X(f)) Re(X(f))

— » f
f 0
0

Si x(2) es una tension o corriente, la dimension de X(f) sera [volt.seg] o [amp.seg] que equivale a [volt/Hz] o
[amp/Hz] , es decir que X(f) es un espectro de densidad de tension o corriente.

o(f)

v

Se demuestra (Teorema de Parseval) que:
+00 +
[lx@] .t =[x (NI df

2 2 2 2 2
La dimension de | X(f)| es [V .seg ] o [V .seg/Hz] 1o que indica que |X(f)| es un espectro proporcional a la
densidad de energia de x(?). Si la sefal x(2) existe durante un intervalo t [seg/ y su especto tiene componentes
significativas en un ancho de banda W [Hz], la aplicacion del T. de Parseval indica que el valor cuadratico

2
medio de de x(?) esta relacionado con X(f) segun: <x2> zlJ‘|x(l‘)|2 dt = IMdf = I V(f).df
T T w T w

2
X
Donde V( f )2 :M ,de dimension [V,,.".seg] o [V,ms"/Hz] , representa un espectro proporcional a la
T

densidad de potencia media durante el lapso T de x(#) o de densidad de (valor eficaz)® . En el caso de que x(z) sea

XN

una tension desarrollada sobre una resistencia R [ohm], T sera un espectro de densidad de energia

(dimension Watt.seg/Hz) y de densidad de potencia (dimension Watt/Hz). En algunas

2
v X))
R Rz
aplicaciones, se especifica la raiz cuadrada del espectro V(f)’, resultando un espectro de densidad de tension

eficaz (dimension Volt, /~ Hz ). El conocimiento de la distribucion espectral de energia/potencia es

fundamental para dimensionar el ancho de banda necesario que un sistema de transmision debe tener para
transmitr la sefial x(?).
De lo anterior surge (equivalente a lo dicho en 1.4):

e Six(?) es transitoria, |X(f)|’ es de area finita y V(f)’ tiende a 0
e Six(?) es un sefial permanente, el area de |X(f)|’ tiende a infinito y V()’ es de 4rea acotada.

Se debe notar que si bien existe una relacion biunivoca entre x(?) y X(f), no existe tal correspondencia entre x(z)
2
y su espectro de densidad de potencia/energia G(f) = |X(f)| , en otras palabras, varias sefales diferentes xk( ?)

pueden compartir un mismo V(#)° o |X(f)|.

2.1.- Teoremas relacionados con la Transformada de Fourier

Definidas las transformaciones: x(t) < X(f) y() < Y (f)
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2.1.1.- Desplazamiento en tiempo:  x(¢ —£,) <> X (f).e /*"/
2.1.2.- Desplazamiento en frecuencia : x(¢).e’”""" < X(f - f;).

%@jan.X(f)

2.1.3.- Diferenciacion e integracion : .

1 1
_L x(t).dt < m.X( 1)+ 5 X030
x().y(0) = X(H)*Y(f)

2.1.4.- Convolucion :{
x(O)* y() < X(NHY ()

Donde el producto de convolucion (*) esta definido por: c(¢)= x(¢) * y(¢)= _[ x(z).y(t—z).dz
Interpretacion grafica del producto de convolucion:
Dadas dos funciones x(z) e y(¢), se muestra el producto de convolucién x(z) *y(z) para dos instantes ¢; y £ :

y(4,-2) y(t,-2)

0 o e
x(t)
-
X(z)
vl
» t » Z
0 0 z=t, z=t,
Area=c(t,) —\
J/f N
c(t) I / T~
£ \"--‘_‘__‘_
: A
z 0 t, t,
Area=c(t,)

2.1.5.- Linealidad : ax(t)+b.y(t)=a.X(f)+b.Y(f)

1
2.1.6.- Cambio de escala: x(a.t) < —.X (ij
a a

X)) = x(=1)

2.1.7.- Simetria: {
X(-t)=x(f)

2.2.- Delta de Dirac




0(z2)=0, paraz#0

Funcion ideal definida por: { & (z)=w, paraz=0

Jf 8 (z)dz =1, paracualquier & >0

Una funcion generadora simple y util en muchas aplicaciones del Delta de Dirac, es un pulso rectangular de

1
amplitud N ancho A y centrado en 0:

p(2)
A
A-1

v
N

Se ve que & (z) :lAir% p(z2)
Propiedades del delta de Dirac de utilidad en el analisis de sefiales:
2.2.1.- Muestreo: J‘jo x(2)8 (z—-z,).dz=x(z,)

2.2.2.- Desplazamiento: x(z)*d(z—2z,)=x(z—z,)

2.2.3.- Representacion discreta de sefales continuas

Es evidente que una sefial continua x(z) puede aproximarse tomando una serie de valores (muestras) de x(z) a
intervalos Az y manteniéndolos durante ese lapso :

X(Z) 4 Az
— x(k.Az)
Vlg—ﬂll ___

| |
Lo !
P !
P !
P !
L ! N

0 Az 2A k.Az z

También es evidente que la aproximacion sera mejor cuando Az — 0

La version muestreada de x(z) puede ponerse como: x, (z)= Z x(k.Az).p(z —k.Az), donde p(z) es un pulso
k

Az
amplitud constante =1, duracién Az y centrado en z=(0. Multiplicando el segundo miembro de x,,(z) por E
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p(z—k.Az)

queda: x,,(2)=Y x(k.Az).p(z— k.&).%: > x(k.Az). Az , cuando Az — 0 ,

k k
p(z—k.Az)

~ — 0 (z—k.Az) y la expresion parax,(z): x,(z)=x(z)= Z [x(kAZ)AZ] O(z—k.Az)
k

(Se podria haber llegado al mismo resultado utilizando la propiedad de desplazamiento del impulso para el caso
particular que zp= 0 : x(z)= x(z)*5(z) y realizando el producto de convolucion en forma discreta).

X(AZ).A x(kAz).Az
=x(z) siAz-->0

£ x(2Az).Az
x(O)&Af\\I KT
0 Az 2Az k A g

VA V4

2.2.4.- Transformada de Fourier de un delta de Dirac en tiempo:

Xs(f)= J_O:OS (1).e™dt =1 (aplicando T.de muestreo)

2.2.5.- Transformada de Fourier de un delta de Dirac en frecuencia:
x5 () = _[_w S(f)e™df =1 (aplicando T.de muestreo)

2.3.- Espectro de funciones usuales

2.3.1.- Funcién signo (sefial permanente)

Si x(t) = sgn(t), entonces x(¢z) = 1 para t >0 , x(t) =-1 para t<0 y x(t) =0 para t=0

La funcion signo no tiene formalmente T. de Fourier, puede definirse una por medio de un proceso limite:
sgn(t)=lim(e‘”") ,para t>0
a—0
sgn(¢)=0 ,para t=0
sgn(t)= lim(— e ) , parat <0
a—0
0

X(f) = [sen(0).e " dr = lim| - [ e".e™ " di + j e -7

2.3.2.- Escaldn unitario (sefial permanente)

Six(t) = u(t), entonces x(t )= 1 para ¢t >0, x(z) =0.5 para t=0 yx(t) =0para t<0

u(t):%+%.sgn(t) y , utilizando el resultado de (2.3.1): X (f) = —8 (fH)+ —f

2.3.3.- Pulso rectangular




El pulso rectangular, abreviado rect(t,t), esta definido por un valor unitario durante -t/2y ©/2'y 0
para el resto del tiempo:

T T
rect(t,t)=u (t + E] —u (f - Ej , su transformada de Fourier es :

5 . sen(n.fx)

X(f)= [ e’ dt=

-t/2
donde la funcién sinc(x) se define como sen(m.x)/m.x

=t.sinc(fr)

n.fx

Propiedad util de la funcion sinc: I w = I [Se(n(n)x)j dx =1
s (mx X

Utilizando las funciones definidas se ve que funcion ideal 8(z) puede aproximarse también por:

()= llmL rect(t,At)= lim S sznc( ! j
-0 At At

At—0 At

2.3.4.- Pulso triangular

La Transformada de Fourier de un pulso triangular de amplitud unitaria y 2t seg. de duracion, simétrico
respecto a 0 es:

9 B
X(f): J. (1 + Ti)‘e*jl.n._/‘-,t dt + J‘(l _ TL)‘efj‘z‘"‘-/b" dr
. 0

sen(m .f.r)j2

X(f)zr.( n.fx

2.3.5.- Pulso coseno elevado

El pulso coseno elevado, de amplitud unitaria y 2t seg. de duracion, simétrico respecto de 0, esta definido por:

x(t) =%.[1 +cos (TE TLD rect(t,2t)

Su transformada es :
X(f) = j 1+cos(n tj et gy = " _ sen(Zm.fr)
2 t 1-4./"z 2n.fx

=T

2.3.6.- Pulso Gaussiano

{)

2
t
2
X(f)= .[ (T] AL = \/; T .ef(n /%) , El espectro de frecuencias también tiene forma Gaussiana.

Pulso con forma de campana de Gauss: x(¢)=e ,cont > 0.

Analizando las expresiones de X(f) obtenidas para las sefales 2.3.1 a 2.3.6 , se comprueba el resultado conocido
sobre comportamiento espectral de sefiales eléctricas, que dice que si el pulso (o sefial) presenta discontinuidad

en la derivada m, el modulo de su espectro de frecuencias disminuye a frecuencias altas en forma inversamente
. (m+1) .. o - . . .
proporcional a f . O, en términos cualitativos, sefiales con pendientes abruptas en tiempo, tienden a ocupar

anchos de banda mayores..
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Formas de onda y espectros de los cuatro pulsos analizados (Notar que los tres pulsos tienen igual area):

x(t) x(t)

Pulso rectangular Pulso cos. elevado

0y 05

) Pulso gaussiano
Pulso triangular 9

-1.5t -1 0.5t 0 0.5t T 1.5t ‘ -1 .‘51 —r‘ -0.5t 0.5t 1; 1 .‘51

Pulso rectangular

Pulso triangular

. f
-3/t -2/t -1/t 0 1/t 2/t 3t
Pulso cos.elevado
Pulso gaussiano
I f ¥ t { f

-3/t -2t -t 0 1/t 2k 3/t

2.4.- Espectro de sefiales periddicas

El caso mas simple de funciones periddicas son las trigonométricas seno y coseno, para ellas, la T. de Fourier
es casi directa. Aplicando el teorema de desplazamiento en frecuencia:

x(t)=cos(2.n.f0.t)=%ej‘2'“'f°" FERRELT PN %.6(f—f0)+%.8(f+fo)

2
1 j2m.fy.t 1 —j2m. fo.t 1 1
w(t)=sen(2.m. fy.t)=—1e" """ ——e e —8(f - fo)——=8(f+ /)
Jj2 Jj2 Jj2 Jj2
_ b _l J(2m . fy 1+0) l —j (27 Sy 1+0) e/ S(f— e/t 5
z(t)=cos( .n.fo.t+¢)—2e +2e & —2 O(f = f)+ 7 (f+1)

En general, una funcién periddica puede escribirse como: x(¢)= Z x,(t —nT}) , donde T es el periodo

n=—o



fudamental y xl(t) es una funcion transitoria de duracion 7, que representa un ciclo de x(?) con T. de Fourier

X (0.

X, (t+T,) X, (t) X, (+-T,) X, (t-2T,)

La inversa del periodo T, es la frecuencia fundamental de x(?): f,=1/Ty. Aplicando el teorema de
desplazamiento en tiempo, puede definirse la transformada X(f) en funcién de Xj(f) segun:

0

x(0)= 3 x(t-nT)=x,()* Y 8(t-nT)) e X,(f).Y e 2/nh

n=-—0 n=-—0 n=-—0

sen(m.f.T,.(2.N +1))
sen(m.f.1})

N
—j2m.n.f.T .
como Z e /2 = , cuando N —> 00, es posible demostrar que :
-N

0

—j2m.fanTy L S _n
2 e A (f T, j

n=-ow 0 n=—©

Queda entonces :

X=X (N D5 -nf) = 3 [%]6 (f —nfy)

0

0 n=-o n=-w

X(f) = Y 8(f -nf,)

1 X 1 a+Ty . .
donde se ha definidof yc¢ como: fy =— y ¢, :M = —I x,(£).e”7* dt
o T, T, T, -

Espectro de una sefial periodica:

C, c, C, C, c, c, C,
T T T T T T T > f
-3f,  -2f, 0 f, 2f, 3f,

Es usual representar a cada impulso con altura proporcional al médulo de su area. No confundir con el espectro
de lineas, en el que se representa las componentes como lineas cuya altura es proporcional a los |c,| :
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° lc,| Icl

0 f, 2f, 3,

En general, ¢ es un nimero complejo que comparte las caracteristicas enunciadas al principio para X(f) : Si xl(t)
n

*

es funcion par, ¢ esreal. Si x](t) es impar, ¢ es imaginario y siempre ¢ =c . Notar que la dimension de ¢ es
n n -n n n

la misma que la de x(?).
Si existe X(f), se puede determinar x(z) en términos de los coeficientes ¢ y fo
n

X0 = [ X dt = [ S 6807 -ty =Y [, 8(f —nfy).c™ " d

n=—%0 o

Aplicando el teorema de muestreo a la integral del ultimo término:

X(t) — icn.ejln.n.fo.z: i‘cn
n=—0 n=—o0

Que son algunas de las formas habituales de representar sefiales periddicas por medio de los coeficientes de
Fourier.

) Z 0 43 e [cos(mfit +0,)
n=l

o0

2220

n
n=—0

2

El valor cuadratico medio de la sefial x(?) es: <x(l‘)2>=c§ + 22. c,
n=l1

Como el espectro de x(?) existe en multiplos de fo , es fisicamente razonable definir el espectro de densidad de

potencia de x(z) como:

G = X = 2

n=—o

2
O(f—n.f,) donde se supone que x(t) es una tension

Cn

aplicada sobre una resistencia R [ohm]. La igualdad entre los dos tltimos términos de la ecuacion de arriba debe
tomarse como simbolica, pues no es matematicamente correcta (el cuadrado de la funcion & no esta definido
(serfa un impulso de area infinita), se ha tomado que |4.8(2)|° = |4|°.8(2) para que la integral entre +o0 de G(f) sea
igual al valor cuadratico medio de x(z).

Un caso particular de sefial periddica, de utilidad en algunas aplicaciones, es el tren de impulsos de Dirac
(funcion comb). Se tiene que :

N0 =80), X,(H=1 - C":TLO‘X‘(”'fO):TL

0

X(f) = TLZ 5(f -n.f,)

0 n=—

La Transformada de Fourier de un tren periddico de impulsos en tiempo de area 1 y periodo T' €8 también un

s . : 1
tren periodico de impulsos en frecuencia, de area y periodo — .
0

00
. ~ . j2.. f, .t s
En general, cualquier sefial realizable puede expresarse como x(¢) = z c,.e’" /" con una eleccién adecuada

n=—o0

de los ¢ yf . Las sefales periddicas son un caso particular en que los f estan relacionados armoénicamente. En
n n n

la expresion general, para que x(?) sea real, debe cumplirse que: f, =f 'y ¢,=c’, ,en tal caso:



x(t) = ¢, +i2.|cn|cos(2.n R
n=l

A efectos practicos, la expresion de arriba permite simular con buena precision cualquier sefial, deterministica o
aleatoria realizable fisicamente.

El espectro de dos lados de una sefial es utilizado en calculos matematicos, la representacion usual mediante
instrumentos de medicion (analizador de espectros) es inicamente del lado de frecuencias positivas. En éste
caso tiene significado fisico, la representacion de modulo-fase de X(f):

Xy —— X0 X0 4
—— {(fj=arg(X()

X, (=200 IX(E,)]
— ¢,((=e(f,)

v

2.5.- La Transformada de Fourier discreta (DFT)

La Transformada de Fourier de una determinada sefial, puede calcularse a pesar de no conocerse su expresion
matematica x(z), si se dispone de un numero adecuado de muestras de la sefial a lo largo del tiempo.

Suponer una sefial x(?) que existe durante un lapso de 7 seg. y es 0 para el resto del tiempo. Si se toman N
muestras de la sefial a intervalos razonablemente cortos, p. ej. at = 0, 1At, 2At, 3AL, ... kAL, ... (N-1)Aty se
mantiene después de cada muestra el valor x(kAz) durante Az seg. puede aproximarse la integral para calcular
X(f) segun:

N-1
X(f) =J.)c(t).e_]2'7r T dt = Z x(k.At).e >™ T M At =X ,(f) . Si At es suficientemente pequefio
T k=0
entonces X, (f)=X(f)
x(t)
i Aproximacién de una funcion con
Pulsos rectangulares
4At kAt
| | | | | | | HT

! ! | | | | | >t
At 2At

x(kAt) (N-1)At

S
A\ 4
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T . . : .,
At =—,suponiendo intervalo uniforme entre muestras. La expresion para X(f) queda:

T —j2m . fk
X, (f)=— Z N donde x, =x(k.At)
N =
1 -l 7,-2'7"‘%./{
llamando f,=— |, queda: X, (f)=—7D x,€ ’
i N.f, =

El espectro de la transformada discreta X,(f) es continuo, y analizando la ecuacion de arriba, se ve que:

1 f fj%“.iIf +;]'f°).k 1 ¥ 7,-2'7“.]41{ -
X,(f+N.f))=——) x,.e Jo =—— ) x.e e =X,(f)
d VN E N,

. , , . — 2 . e, g
como k es siempre un niimero entero, el término ¢ /*** es igual a 1 por lo que resulta que X,(f) es periédica en

N 1

Sy superiodo vale Nfy: N.f, =_=A_= /. donde f; es la frecuencia a que se toman las muestras de x(?)
T t

(frecuencia de muestreo).

El espectro de X,(f) es el de X(f) repetido a multiplos de f; (“aliasing”). Es evidente que, una mala eleccion de f;
puede introducir errores en el calculo por efecto del traslapamiento de espectros.

X(f) X(E4) X(F-21,) X(-31,)

I I .

|
I I I
0 f, \ 27 3, 41,

superposicién

A los efectos del calculo de la DFT, se debe utilizar la frecuencia de muestreo mas alta posible, como guia
aproximada, debe ser mayor que 5...20 veces del ancho de banda (significativo) esperable de x(?). En el limite,
cuando At > 0 y f; > oo, se tendra la solucion exacta X,(f) = X(f).



Existen algoritmos de calculo que aceleran el procesamiento de la suma (FFT, Fast Fourier Transform), y
normalmente, calculan X,(f) en multiplos de f; :

1 zi.mk

1 G -
Xd(nfo)—Nf Zxk.e N =X,
0 =0

resultando un espectro discreto con puntos (lineas) en multiplos de f; (En la terminologia de la DFT o FFT, f;
determina la resolucion del espectro o el espacio entre lineas). Si la sefial analizada fuera periddica, la toma de

muestra deberia hacerse durante un periodo (7=7) y los coeficientes de la serie de Fourier resultante serian:
1 1 & 2x

c =—.X ,(n = —. > Xx,.e
n T d(fO) N p k

La variable f no aparece explicitamente en las funciones de X, o ¢, sino que esta implicita en el orden # de la
armonica de f.

Los paquetes de software que realizan la FFT, tienen las siguientes caracteristicas: (a) el nimero de muestras es
una potencia de 2 (N=256,1024, 65536, etc.)y (b) La resolucion del espectro es //1 y la maxima armdnica
calculada es n,,,=N/2 , lo que da un ancho de espectro F,.,.,= N.fy/2 = [ /2.

2.6.- Sefiales aleatorias en dominio de frecuencia

Las sefiales aleatorias se definen en dominio de frecuencia por medio de su espectro de densidad de potencia (o
energia). Es posible calcular (aproximadamente) la T. de F. de una funcion miembro mediante la DFT. Lo que
es comun a todas las funciones miembro del conjunto es su espectro de densidad de potencia. Con sefiales
deterministicas, existe una relacion bi-univoca entre x(z) y X(f), esto no ocurre con sefiales aleatorias. Una sefial
x(t) puede tener su espectro de densidad de potencia G(f), pero éste puede corresponder también a otras sefiales
xXi(1), x2(1), ..., x,(1), etc. Notar que lo mismo sucede para sefiales deterministicas, al perder G(f) la informacion
de fase de X(f). Lo anterior sugiere que G(f) caracteriza, en dominio de frecuencia, a un conjunto de sefiales y no
a una en particular. Esta particularidad es extrapolable a los promedios estadisticos.

Si x(2) es una sefial aleatoria cuyo espectro de densidad de potencia es G(f), puede demostrarse que:

1
G(f) & R(z), donde R(z) es la funcion de autocorrelacion definida por: R(z)= —.I x(t).x(t—z).dt ,con
T

T — o o suficientemente grande respecto a las variaciones de x(?) . En el caso de sefiales periddicas, es

suficiente tomar t igual al periodo fundamental de la sefial. Notar que: (a) R(z) es una funcion par: R(-z) = R(z)
y (b) segln sea su definicion, R(0) representa (es proporcional) la potencia o energia de x(?).

Demostracion de que G(f) < R(z):
1 1 ,
R(z) =;jx(t).x(t +z)dt = - J x(t)(j X(f)e™ 2 df ) dt , para sefiales realizables fisicamente, es valido

T T

intercambiar X(f) y x(¢) lo que lleva a:

R(Z) =%,J-X(f)_(fx(t)eJan-(t+z)dt)dfj =%.jX(f)(J-X(l)ejznﬁdl‘)eﬂ”f_df

Z—IXU)X( Nerdf === ad (f L ey = [G(rre df

En el caso de sefales transitorias, la funcion de autorrelacion esta definida como R(z)= .[x(t).x(t —z)dt ysu

T. de Fourier es el espectro de densidad de energia de x(z).
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En aplicaciones técnicas, es usual representar el la raiz cuadrada de G(f) como un espectro de densidad de valor
eficaz en un ancho de banda B. Considerando que la potencia de una sefial de tension (o corriente multiplicando

V(#) por R) sobre R ohm vale: P=%J'V(f)2 dfzj- G(f)df ,resultaque V(f)=+R.G(f) , funcion real,
B B

Volt Am
par y de dimension {—} 0 {_p} que puede representar, lo mismo que G(f), a un conjunto infinito de

JHz | | NHz

sefiales.
|X(f)|
Jr

y T el tiempo de observacion. Ademas, que inicamente el cuadrado de V(f) tiene significado fisico.

Notar que (para sefiales de buen comportamiento) V' (f) = , donde X(f) es la T. de Fourier de la sefial

3.- Seiiales de banda angosta

Se considera una sefial como de “banda angosta” si los valores significativos de su espectro existen en un
intervalo de frecuencias (ancho de banda ocupado) mucho menor (menor que 10 ... 15%) de la frecuencia
central.

Si x(t) es una funcion real de banda angosta (puede ser una sefial que transporte informacion o simplemente
ruido), centrada en una frecuencia f; y con ancho de banda W, su transformada X(f) debe ser una funcion
Hermitica (X(-f)=X*(f)) y tiene que cumplirse que Re/X(f)] es una funcioén par y que Im/X(f)] es impar. Su
espectro puede escribirse como:

X=X (f =S+ X (f + /o)

donde X;(f) y X>(f) son espectros de banda de base, centrados en /=0 y ancho de banda /2
Aplicando el teorema de desplazamiento en frecuencia (2.2):

X(f):X1(f)*8(f—fo)-i-Xz(f)*ﬁ(f+ﬁ))<:>xl(t),e«/2“-f0’+x2(t).e—j2nfot

Suponiendo un espectro cualquiera para X(f) que cumpla las condiciones necesarias para x(?) real:
Re[X(f)]
w Im[X(f)] w

Espectros de X;(f) y Xo(f):



Re[X1(f)]

Im{X2(f)] : Re[X2(f)]

W2

e

Im[X1(f)] -wi2 (l) w/2

Por la simetria de los espectros en banda de base, las transformadas x,(?) y x,(?), en general, seran funciones

complejas y se ve que:

Re[X,(f)] = Re[X,(-1)]
Im[X,(f)]=-Im[X,(-N] - X,()=X(-1)

X ()= X000 () F J X0 (1)
X, ()= ()=, (1) = T Xinag (1)

x(t)=x, (1) +x, (). = (x,(£)+ x,()).cos 21 fyt+ j.(x,(£)—x,(1)).sin2m fyt
X(1) =2, (£).cO8 21 fif =2.x,,,,,, (£).8In 2 ft = a(t).cos2m fot —b(t).sin 2m fit

~ w
donde a(?) y b(t) son sefiales reales de banda de base y sus espectros A(f) y B(f) centrados en 0 y de =+ ? Hz

de ancho de banda: a(¢)=2.x,,,,(t) y b(t)=2.x,,,, (1)

Espectros A(f) y B(f):
Re[X1(f)][+ Re[X2(f)]=Re[A(f)]

Re[X1(f)]- Re[X2(f)]=Re[B(f)]

: 0 : : : f
-w/2 Cw/2
f ; ;
2 \ "2 A
Im[X1()]+ImX2(f)]=Im[A)] Im[X1(F)]-Im[X2(f)]=Im[B(f)]

El valor cuadratico medio de x(z), en términos de sus componentes de banda de base es:

<x2>:<(a(t).c0s(27c £.0) +b(1).sin(2n fot))2>:
=(a(t)’ .cos’ (2n f,£)+b(t)’ sin” (2 f,£)+2.a(£).b(2).cos(2m f,1).sin(2n £,1)) =

_ %.<a2>+%.<b2>
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Una forma alternativa y usual de representar a x(?) y que surge de las ecuaciones de arriba es :

x()= Re| r(t).™ |= [r(0)].cos2m.f1+0(0))

rO=(Ja@ +baF ey po=arcan D

a(t)

donde:

Un modelo deterministico util para algunas aplicaciones es una suma (grande) de componentes armonicas de
frecuencias y fases aleatorias como:

x(t) = ﬁ 2.|c,|.cos2m.f, 1 +¢,)

n=1
donde las frecuencias componentes /', con coeficientes ¢ diferentes de 0 estan distribuidas entre f  y f .
n n max min

Definiendo fo = +f )2y fb = - fo ), la ecuacién anterior puede ponerse como:

x(t):ZN:2.|cn|.cos(2.n.(f,m +f0).t+¢n):i2.

cos[2m.f,, t+4,)+2m. 1]

C}’l

C, C,

x(z){ﬁ:z

n=l1

.cos(2m.f, 1 +(|)n)}.cos(2.n Jol) — {ﬁp sen(2m.f, t+0, )}.sen(bt Jod)

x(t)=a(t).cos(2m.f,.t) — b(t).sen(2m.f,.t)

N
donde: a(t)y = Y 2c,|cos2m.f,,1+9,)
n=1
N
b(t) = Y. 2]c,|sen2m.f,, 1 +9,)
n=1

El ancho de banda ocupado porx() es W=f -f Hz  (es decir considerando frecuencias positivas
unicamente) y centrado en fo , mientras que a(t) y b(?) son senales de baja frecuencia (banda de base), con

espectro ubicado entre 0 y W/2 Hz'. De las ecuaciones de arriba, se ve que si en x(?), a(t) y b(t) no existen
componentes armoénicas de exactamente la misma frecuencia, la potencia de x(?) es :

<x(t)2>=%.<a(t)2>+%.<b(t)2> :

y que, ademas : <x(t)2> = i2 = <a(t)2> = <b(t)2>

n=1

le,
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