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Propiedades del STD
* Lineal
e Causal
* Invariante en el tiempo

Un STD se puede definir por:
 Tabla de valores
* Ecuaciones de Diferencias
e Transformada Z



DEFINICION Y PROPIEDADES

Un Sistema de Tiempo Discreto (STD) es aquél en
gue sus entradas, sus salidas y sus estados son
funciones discretas del tiempo.

Una funcion se dice discreta del tiempo si y solo si
dicha funcién esta definida para valores discretos de
su variable dependiente t,.

En general t, puede asumir la forma t, = kT, donde k
es un numero entero y positivo; T es el intervalo de
muestreo, y no es necesariamente constante.



Supongamos que tenemos un sistema de multiples
entradas y multiples salidas (MIMO):

Las entradas vy las salidas son respectivamente
{ui(k)}y {vj(k)}, donde el subindice 1 6 j indica
el orden de la entrada o salida.



Tabla de Valores




Puesto que la salida v(k) es funcién de los k
instantes anteriores de la entrada y de los k-1
valores anteriores de la salida, la relacion funcional
entre la entrada vy la salida se expresa como:

v(k) = f {u(k), u(k-1), u(k-2), ..., u(k-i);
v(k-1), V(k-2), ..., v(k-D} @)



DEFINICIONES DE STD

Utilizaremos letras mayusculas para indicar que las entradas
y las salidas pueden representarse como vectores.

Para representar al sistema, utilizaremos el simbolo

S
—

esto indica que hay una relacion funcional entre un
conjunto de salidas y el conjunto de entradas.



Podriamos interpretar al sistema S como un ente que produce,
sobre un conjunto ordenado de la variable u;, una
transformacion o “mapping”, en las variables de salida v;

S
Wk}=wvky @

Esta expresion indica que, la sucesion de entrada u(k),
produce a través del sistema S, una sucesion de salida v(Kk).



e Utilizaremos esta notacion de una sucesion, porque el
proceso se realiza en forma repetitiva para todos los

instantes K.

* La expresion (2) también puede escribirse interpretando a

S como un operador:

donde:

U -

U=V

Uy (k)]
u, (k)

Un (K),

(3)

v (k)
v, (K)

> (4)

)

Esto es, podemos obtener la salida en funcion de la entrada en
un instante determinado, a través del sistema S.



PROPIEDADES DE UN STD

a) LINEALIDAD

Dadas C,y C, constantes, se verifica que:

S
C{u, (0} + Cau(k)}  —  Co{va(K)} + Cotva(k)}

donde S
{u, ()} ={v. (K)}

y S
{U, ()} =1V, (K)}



b) SISTEMA INVARIANTE CON EL TIEMPO

Supongamos que una sucesion de término general u(k-m)
a través de un sistema S, produce una salida v(k-m),
es decir:

S
{uk-m)} —={v(k-m)y, vm

Un sistema STD es invariante en el tiempo siy solo si se
verifica esta expresion .



d) CAUSALIDAD

Un STD se dice causal si la(s) salida(s) no aparece(n)
antes que la(s) entrada(s).
Si las senales son causales, el sistema es causal.

Si el STD es causal, lineal, e invariante en el tiempo, se
denomina con la sigla STD LTI

STD: Sistema de Tiempo Discreto
LTI: Lineal , Tiempo Invariante



DESCRIPCION DE LOS STD LTI

1) ECUACION GENERAL DE DIFERENCIAS
Supongamos que tenemos un sistema STD LTIl con una
funcion de entrada y una funcion de salida:

x(k) — STD Ly

Las Ecuaciones de Diferencias nos permiten describir el sistema
de la siguiente forma:

y(k)+B,y(k—1)+B,y(k =2)+...+ B y(k —n)= Ax(k )+ Ax(k =1)+ Ax(k —=2)+...+ A x(k —m)

no necesariamente debe ser n=m



Despejando (k) se obtiene una ecuacién de diferencias en
forma desarrollada:

y(k)= Ax(k)+ Ax(k=1)+ Ax(k—2)+..+ A x(k —m) -
~-B,y(k-1)-B,y(k-2)—...—B_y(k —n)

La ecuacion (7) se llama “la forma mas general de una
Ecuacion de Diferencias Lineal”.

Se puede escribir en forma compacta:

y(k) = > Ax(k=i)- Y B,y(k— i)

Esta ecuacion y las condiciones iniciales determinan
completamente el comportamiento del sistema.



Ecuaciones de Diferencias

y(k)+B,y(k=1)+B,y(k—2)+..+ B y(k —n)= Ax(k)+ Ax(k =1)+ Ax(k=2)+..+ A x(k —m)

a) Forma desarrollada:
y(k)= Ax(k)+ Ax(k 1)+ Ax(k—2)+..+ A x(k—m)-B,y(k -1)-B,y(k —2)-...- B, y(k —n)

b) Forma compacta

y(k)=

1M

Ax(-i)- 2 By(k— )



Transformada Z

Y ) =AX@Z)+AZX@Z)+AZX(@Z )+ +A "X (z ) -
-BzY(z)-B,zY(z)~-...—B z7"Y(z)

Y)Y +Bz +B,z 2 +..+B, 2" )= (A + Az + Az 2+ + AKX (2

=| _(%+A&Z_1+Azz_2+...+Amz‘m) a
Y(Z )_ (1+|312_1+|322_2+...+an‘”) X(Z )

V@) _ A Az AT A

X(z7) 1+B,z ' +B,z % +...+B, 2"




Funcion Transferencia

X(z) H(z*) Y@z

>

x(K) y(K)
Y(z)=H(@z")X(z)

H (Z_l) B Y(Z_l) B A0+Alz‘1+A22_2+...+Amz_m

CX(zY) 1+B,z ' +B,z % +...4B,z"



Formas de la Funcion Transferencia H(z™?)

a) Forma desarrollada
H(z ) = A+AZ +AZ++AZTT
1+Bz*+B,z°+..+B z"

b) Forma compacta

También es posible expresar la Funciéon Transferencia en
términos de sus polos y ceros.



Funcion Transferencia
Expresada en términos de polos y ceros

De la expresion general de la funcion transferencia se obtienen las raices
de los polinomios numerador y denominador.

Llamando ceros c; a las singularidades del polinomio numerador, y polos p;
a las del polinomio denominador, y siendo ) el factor de ganancia, la
funcion transferencia también se puede expresar como:

H(z ) = Y(z7) _, (z7'—c)(zt=c2)..(z" =)
X(z7) " (@ =-p)(z = p2)..(z27 — pm)

En forma compacta la funcion transferencia en términos de polos y ceros

- L@ -w)
) 7Hi=1,n(z—1—pi)

H(z™




REALIZACIONES



Il €l pIuLcoU Ut clitUlliuddl Ias ITalLcos Uc Uil pullniviiiu,
éstas se presentaran de a pares, siempre que el
polinomio sea de orden par, y se presentaran en uno

de tres casos posibles:
a) raices sean reales distintas,
b) raices complejas conjugadas
C) raices reales iguales.

n/2 «
]G -zH@"-z3)
H(z) =T 3
H(Z‘l —2,)(z7 -1z,)
J:

[ es una constante que agrupa todas las constantes
gue aparecen al encontrar y ordenar las raices.



Si es de orden impar, las raices se presentaran en
pares, mas una raiz simple que necesariamente debera
ser real.

(n-1)/2

[ G -zHE -23)
H(z)=T-2

(m-1/2) 1 o
e ¢ A
¢ 1—zpjl)(z 1_ij1) ( om)
=1

(7))

cn

j



Realizacion Cascada

Tomando la ultima representacion de la funcion transferencia,
y separando los pares complejos conjugados, se puede
obtener una realizacion en cascada de moédulos de segundo
orden (y eventualmente uno de primer orden, si alguno de los
polinomios, o ambos, es de orden impar).

(27 -z )27 -2]) (27 -z) @z -z;) (7 -z))z 7t -z)")

H(@)=n L I L S L N B R D [ N I
(Z _Zpl)(z _Zpl ) (Z _sz)(z _Zp2 ) (Z _Zpl)(z _Zpl )

Esto es, suponiendo que numerador y denominador sean ambos de

orden par e iguales (n=m=l), pero no es necesariamente asi, uno o

ambos polinomios pueden ser de orden impar.

Por lo tanto, en un caso mas general, y suponiendo m=n como

normalmente ocurre, tendriamos:



M) =y o2 —2d) (@ o2g)i-2g) (-2,
/1

Y

= 2 *...]/ — —
-z -2t) (2t -zt -zt ) (@ =)

Y finalmente hay que construir una funcion transferencia con cada maédulo.
Escribiendo la funcidn transferencia para cada etapa, sera:
H (Z) _ AOl + Allz_l + AZIZ_Z
. 1+B,z ' +B,z72
-1 -2
+ Z + VA
HZ(Z) — AOZ A12 A22

-1 -2
1+B,z7 +B,,z

C+A 2 +A 77
Hm(z):Ao Al_l Az_z
1+B,,z7 +B,,z
9
+ A 7
)= ot A

1+B,,z"

O sea que el sistema completo sera: H(z) =I'.H,(z) . H,(z) .... H_(2)

Representado en un diagrama en bloques

H,(z) L, H,(2)




Realizacidn paralelo

Una funcion real racional admite desarrollo en fracciones
parciales, por lo tanto es posible dividir una realizacion de
orden elevado, en una sucesion de realizaciones de primery
segundo orden.

Basicamente el procedimiento consiste en desarrollar Ia
funcion transferencia en moédulos de segundo orden sumados,
aplicando la teoria de fracciones parciales.

lgual que en el caso anterior, puede darse el caso de que
alguno o0 ambos polinomios sean de orden impar, entonces
aparecera un modulo de primer orden en paralelo con los
demas.



H(2) = Ay + Az + AT + Ay +A,2 + Az R A+ Az + A7 N Aom + Az

1+B..z 4B, z72 1+B.z*+B.,z2 = 1+B,.z'+B,6 772 1+B,_z7*
11 21 12 22 im 2m im

Pero la teoria de fracciones parciales impone ciertas reglas, solo
permite para su aplicacion, que el denominador sea de mayor
orden que el numerador, y en el procedimiento matematico los
modulos obtenidos tendran el numerador de primer orden vy el
denominador de segundo orden, y generalmente aparecera
una constante W que se suma como un moédulo en paralelo con
los demas.
Esto es:

H(z) = W +H,(z) + H,(z)+ ...+ H_(2)



En un diagrama en bloques se vera del siguiente modo:

X(k)  —

H(z) = W +H,(z) + H,(z)+ ...+ H_(2)
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