Procesaméents Digital de Sewales

ECUACIONES DE DIFERENCIAS

Ecuacién de Diferencias Lineal de Segundo Orden

Teorema I:

Si y1(k) e y2(k) son dos soluciones cualesquiera de la ecuacion homogénea:

(a0 E?+ ai E + &) y(k) =0,

entonces: C; yi(K) + C, y»(k) también es solucion (C; y C, son dos constantes arbitrarias).

Teorema Il:

Siy;(K) e y,(k) son dos soluciones de la ecuacién homogénea:

(aE*+ a, E + a&,) y(k) = 0, para la cual la funcién: #[y.(k) , y»(k)], definida como el
Determinante de Casorati:

k k
ely1(k), ¥, (k)] = Ey;l((k)) 1:3];2((12) #0 El determinante de Casorati tiene similitud formal con el

Woronskiano que se aplica a las Ecuaciones Diferenciales.
Entonces, cualquier solucidn y;(k) de la ecuacion homogénea puede escribirse como:
ya(K) = C1 y1(K) + C, y,(K), con C; , C, constantes adecuadas
ys(k) es la Solucion General de la homogénea, 0 Solucion Completa de la ecuacion homogénea.

Teorema IlI:

Si Y (k) es una solucion cualquiera de la Ecuacion No Homogénea:
(a0 E? + a1 E + ay) y(k) = @(K),

ysi C1Y1(k) + Czy2(K)

es una solucién completa o general de la ecuacion homogénea obtenida de ésta haciendo @(k) = 0,
entonces:

Yc(K) = Cyy1(K) + C, va(k) + Y(K) es una solucién completa de la ecuacion no homogénea.
Podemos resumir en un cuadro sindptico las soluciones para las ecuaciones de diferencias de 2° orden.

Cuadro I:
Ecuacién homogénea: (a) E?+ a, E + a,) y(k) = 0
Solucién propuesta: yy(k) = C M¥, con C = cte. # 0; y M (Solucién) # 0

De donde se obtiene laForma caracteristica: ayM?>+a;M +a, =0, yMi,=p%jq

Naturaleza de las | Condicion de los coeficientes | Solucion completa de la

raices Discriminante Ecuacién de Diferencias Homogénea
M, # M, a? —4apa, > 0 Yen(K) = C1 y1(K) + C5 y2(K)

Ml = Mz a% - 4‘610612 =0 ych(k) = Cl yl(k) + C2 k yZ(k)
Mi=p+jq a? —4apa, < 0 yen (k) = p*[A cos Ok + Bsen6k]
M2=p-jq Conp=,/p2+q2;tg9=%
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Cuadro I1:
Para la Ecuacion de Diferencias No Homogénea:
(0 E*+arE +ay) y(k) = o(k),

La solucion Y (k) que debemos intentar, segiin la forma de la funcion o(k), seréa:

P(K) Y(k)
1) a (constante) A
2) ak* A+ A K+ A K2+ L+ A k+ A,
3) ax AX¢
4) a.cosxk A cosxk + B sen xk
5) a.senxk
6) a.k*.I*.senmk [Ack* + AL K+ A K2 + .+ Ayq k+ AJ I¥ cos mk +
6 a.k".I".cosmk + [Bok* + By K* + B, K2 + ... + B,y k + B,] I'senmk

o Si &(k) = suma que es la combinacion de estos sistemas, la solucion sera la combinacion de
las soluciones propuestas.

e Respecto a la funcion complementaria: “Siempre que un término cualquiera de los alistados en
la primera columna duplique a un término ya presente en la funcion complementaria, todos los
términos en esa solucion Y(k) deben ser multiplicados por la potencia mas baja de k que
resulte suficiente para eliminar la duplicacion”.
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Solucion de la Ecuacion de Diferencias de Segundo Orden
Encontrar las alternativas de solucion de una ecuacion de diferencias homogénea de segundo orden:
(apE? + a1E + ay)y(k) = 0

Esta ecuacion en términos del operador de avance, se puede escribir en términos funcionales de la
siguiente manera:

agytk+2)+ayk+1)+a,yk)=0
Para resolver esta ecuacion de segundo orden, se propone como solucion:
y(k) = CM¥, con C = constante cualquiera # 0
por lo tanto: y(k +1) = CM*<1
y(k +2) = CM*+2
Reemplazando en la ecuacién
agCM**2 + a,CM**1 + a,CM* =0
CM*(agM? + a;CM + a,) = 0

Dado que C#0, y lo que estamos buscando es encontrar el valor de M, ésta tampoco debe ser cero, por
lo tanto debera ser

(a0M2 + a1M + az) =0
Resolviendo esta Ecuacion Caracteristica, obtendremos las raices de la ecuacion de diferencias:

—a; £a? — 4aya,

1,2 =

Zao

O bien

Esta ecuacion me brinda dos soluciones para M. Observando el discriminante de esta solucion, vemos
gue se pueden distinguir tres casos:

2 2
Caso 1) (2‘171) > % — (%1) — Z—Z >0 Raices reales distintas
0 0 0 0
2 2
Caso 2) (2“71) < Z—Z — (2‘171) — Z—Z <0 Raices complejas conjugadas
0 0 0 0
2 2
Caso 3) ) =2 ) - -9 Raices reales iguales (raices dobles)
2ap ag 2a9 ap

Para simplificar las operaciones llamaremos:
2
Y . = (&) ]
p 2(10 ! q 2(10 ap

A continuacion estudiaremos los tres casos.

Caso 1: Raices reales distintas M=pzq

Para poder conformar una solucion completa ambas raices deben ser independientes, para lo cual
aplicamos a estas raices el determinante de Casorati:

C,Mf C, M5

Ay (k), y,(K)] =
[y1(k), y2 (k)] C1M1(k+1) CZM2(k+1)
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Para que ambas soluciones sean independientes este determinante debe ser =0
Gp+9* Gr-9F
OB Cilp+ " Cilp — !
=C1GM+ - " =G - f o+ !
=GP+ - -9 — @+ 9]
=CGM+ - p-q-p—q]
- =0GE+ (- OF[-2q]
Ay k), y2(K)] = =29 C1C,(p* — g*)*+0

Este resultado es = 0 por la condicion inicial planteada para este caso: p # ¢, y las constantes C1, C2#0

Verificada la independencia de las dos soluciones, podemos escribir la solucién completa de la
ecuacion de diferencias homogénea de segundo orden para este caso:

y(K)en = CLMY + C, M5

Caso 2: Raices complejas conjugadas M=pzxjq
Las soluciones para este caso son:
y1(k) = Ci(p +jg)*
y2(k) = C2(p — j@)*
Expresamos estas soluciones en coordenadas polares:
y1(k) = Cprel
y2 (k) = Copke 7ok

donde;
pk=[@*+q¢))F vy 0 = Artg(— %)

Para poder realizar una solucion completa, ambas soluciones deben ser independientes.
Para verificarlo calculamos el determinante de Casorati:

. B Clpkejak C2pke—j9k
/[Jﬁ(k),YZ(k)] - Clpkeje (k+1) Czpke_je (k+1)
= (,CypPk+1[el0k g=J0 Ut D) _ =jok gj6 (k+1)]
= C,Cyp?ktleltk o =ik [=j0 _ 0]
1K), y2(K)] = €, Cyp*k el eIk [e/0 — 0] 0
Es decir, ambas soluciones son independientes, por lo tanto la solucién completa es:
y(K)cn = p*[Cre/% + CreI%%]

La respuesta arriba expresada, como puede verse es compleja, pero como las ecuaciones de diferencias
trabajan con nimeros reales, la respuesta debe ser real. Por lo tanto, las constantes C1y Czdeben ser
complejas y cumplir alguna condicidn para eliminar la parte imaginaria.

Expresaremos las constantes como nimeros complejos:
C1=a+jb ; C2=C+]d
Y ademaés:
e/ = cos Ok + sen Ok = a + jf a = cosOk

e % = cos Ok — sen Ok = a — j B = senbk
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Entonces: C16%% + Cre % = (a +jb)(a +jB) + (c + jd)(a — jB)
= (aa —bpB) + j(ab + apf) + (ca + dB) + j(ad — cB)
= [a(a+c)+B(d—Db)] + jlald + b) + B(a - )]
Y, reeplazando en la solucion: y(k)., = p*[a(a + c) + B(d — b)] + j[a(d + b) + B(a — c)]

Para que la parte imaginaria sea cero se debe cumplir que: { b+d=0-b=-d
a—-c=0—-a=c

En consecuencia: Ci=a+jb=re? con { a=r.cosQ

C,=Cf=a—jb=re? b =r.seng
Entonces: y(k)., = p¥[a(a +¢) + f(d — b) + jO]
Por lo tanto la solucién completa de la homogénea es:

y(k).p, = p¥[2r.cosp.cosOk — 2r.senq. senbk]
y(k).p = 2rp¥[cosg. cosOk — sengp. senbk]
Finalmente:
y(k)en = 2rpKcosiiPk + @)

Esta es la solucidon completa de la ecuacion homogénea para el caso de raices complejas conjugadas.

Caso 3: Raices reales iguales (dobles) Miz2= p ; g=0

Una raiz doble o dos raices reales iguales, se obtienen cuando el discriminante de la raiz es igual a
cero:

(ﬂ)z — 2£=0; oseaque: (2‘1—1)2 -

ap ao

Entonces, siendo =0, resulta que Mi= M2=p; por lo tanto no se cumple el Teorema 2.

Planteamos como solucion:
y1(k) = C;M*¥

y2(k) = C; k M*

Para encontrar la solucion y,(k) de manera que sea independiente de y;(k), multiplico la raiz por la
variable independiente elevada al orden de multiplicidad de la raiz: k Mk

Comprobamos la independencia de las soluciones con el determinante de Casorati:
}’1p(k) Y2, (k)
yi,(k+1) yy,(k+1)

= C,Cy (k + 1) MkM*+1— ¢, Cok Mk M*+1
=CCM¥  (k+1-k)#0
Se verifica que son independientes, con lo cual la solucion completa de la homogénea es:
y(k)ep = CiM* + CkM*
ya que: M1= Mz, sera también C;=C,, y la solucion puede escribirse también como:
y(k)ep = CM*(1 + k)

CiM¥ C, k Mk 3
CiM**1 ¢, (k + 1) M+ +1

Ay (k) y2 (k)] =
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Ahora hay que comprobar que la solucion propuesta y, (k) = C,kM* si es solucion de la ecuacion
homogénea: (agE? + a,E + ay)y(k) =0

Para ello reemplazamos la solucién propuesta en esta ecuacion:
(apE? + a4E + ay)C,kM* = 0
aoCy(k + 2)M**2 + a,C,(k + YM* + a,C,kM* = 0
C,M*(ag(k + 2)M? + a;(k + 1)M + ayk) = 0

C,M*(agkM? + 2ayM? + a,kM + a; M + ayk) = 0

C,M*[k(agM? + a1 M + a,) + 2agM? + a;M)] = 0
Puesto que C,M* # 0, debe ser: k(agM? + a;M + ay) + (2agM? + a;M) = 0
Para ello ambos términos deben ser = 0
El primer término se cumple que: agM? + a;M + a, = 0 porque M es la raiz de la ecuacion

En el segundo término: 2ayM? + a;M = M(2ayM + a;) = 0, como M = 0 , entonces es

(2agM + a;) = 0 — M = —==L; por lo tanto: (Zao(—ﬂ) + al) =—a;+a; =0
Zag 2a0
Con esto concluimos que: vy, (k) = C,kM* es solucion

de la Ecuaci6n de Diferencias Homogénea de segundo orden: (agM? + ayM + ay)y(k) = 0

Digresion:
Si aplicamos el resultado obtenido en el caso de raices complejas conjugadas, particularizando para
raices reales dobles, congq=0,serd 8 =0y ¢ =0, cos(Bk +¢) =1
por lo tanto la solucion sera y(k)., = 2rpk,
pero como son 2 raices iguales, hay que hacer la misma salvedad para la segunda solucidn:

y(U)en = rp* + rkp

A continuacion se propone resolver algunos ejemplos y graficos de los tres casos:
a) Raices reales distintas: Mi1=1; M2=- %
b) Raices complejas conjugadas: M1= -1+ j ; M2= -1 — j (Para graficar hacer C=1; ¢ = 90°)
c) Raices reales iguales: M12=2



