Métodos Numeéricos

APROXIMACION DE FUNCIONES

Gran parte de las aproximaciones hechas en Analisis
Numérico consisten en aproximar una funcién g(x) por
una combinacion de funciones, partiendo de alguna clase
de funciones conocidas.

Supongamos dada g(x) y {f,(x), n=10,1,..}
9(x) = ayfo(x) + ay fi(x) +...anfn(x)

Existen distintos criterios para elegir las a; dando lugar a
distintos tipos de aproximacion:

- Aproximaciones exactas o por interpolacién
- Aproximaciones por minimos cuadrados

- Aproximaciones de error minimo-maximo
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Interpolacion
Supongamos tener un conjunto de puntos ya sean datos
medidos o valores de una tabla, buscamos una funcién que
pase por esos puntos y ademas acotar el error cometido.
Trabajaremos con polinomios por ser estables.

Interpolacion Polinomial
Supongamos que x; , X; , ..., X, son n+1 puntos € [a,b] y
sea f(x): [a,b] =R
Queremos construir un polinomio p(x), de grado < n que
interpole a f(x) en esos puntos

p(xi) = f(x:)

p(X) =8, +ax+a,x’ +..+a,X"

si

tenemos un sistema de n+1 ecuaciones con n+1 |ncogn|tas
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Teorema de Existencia y Unicidad

Dados n+1 puntos distintos x; i=0,..,n y n+1 ordenadas y;
existe y es Unico un polinomio interpolante P(X) de grado < n
que interpola a los y; en los puntos X;

Polinomios de LAGRANGE

|
<00 = ]:([ (X =X )
EORMA DE LAGRANGE
:Zf(xk) ()

k=0
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Familia de Funciones Bases

- Potencias: 1, x, X2, %3, ...
son funciones base para polinomios

Serie de Fourier: 1, sin(wt), cos(wt), sin(2wt),...
se usan para funciones periodicas.

- Fns. Spline : actualmente son muy utilizadas para
funciones no periodicas
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3 +aX +a2x02 +otaX = f(x)
ay+ax +a,% +.+ax" = f(x)

8 +ax, +a% +.tax," = f(x)

En forma matricial:

~>‘> d .

Xa = f(X) X:matrizde Vandermonde
Se llama Método de los Coeficientes Indeterminados
Teorema de aproximacion de Weierstrass

Suponga que festa definida y es continua en [a, b]. Para
cada £> 0 existe un polinomio p(x) definido en [a, b], con la
propiedad de que

|f(x) — P(xu para toda x en [a, b]
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EJEMPLO : Interpolar en x=2

iyUsando P, yP; :

<

()

- - w:%‘: W)=%
4 | 1386204 p(¥) =1 f (%) +1.f (x)

o

1.791760

p(2) =224 0+2711 386294 - 0.4620981
1-4 4-1

ii)Usando P, ,P; ¥ P, :
p(x)=lo F () +h T (%) +1,F (%)

(2-4)@2=6) ;, 2=D2=6) ) 355794, CDC=4), 79176 565844
1-4)1-6)  (4-)(@4-6)"" 6-1)6-4)"" '
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ERROR DE INTERPOLACION

Teorema

Sea f(¥):[a,b] > %, n+lyeces diferenciable en (a,b), y
sean {x }i=0.1..,n,n+1 puntos distintos en [a,b].

Si p,(x) es el polinomio de grado <.l _ que interpola
a f(x) en, Xo,---,X, ~ para cada xelab] 3ée(ab)
tal que:

(K lK%)
(00-p (=" R, eetab)
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FORMA DE NEWTON

La idea en este método es, dado p,,_, poder calcular p,
reusando lo anterior

P (¥)=pp3(X)+C (X)
C(x)=p(¥) - Pra(x)
C(x) debe ser de orden n, ademas
Py (X) =3y + 8y (X=Xg) + ..+ 8y g (K= K)o X2 p) 48y (X=X ) ( X=X, 1)
Pra(X) =8y +8 (X=Xg) +ot 8y (K= X)X =X, )

C(X) = an(X_XO)(X_Xl)-"( X_Xn—l)
O sea que tiene los N ceros Xy, X,; y como Pa(%)=f(x)

a =) =Pal) = )X X X, ]
, 1 K1y Kg ey
(% =%0) sy =X 1) n-ésima diferencia dividida de f
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Propiedades de las Diferencias Divididas

i) Las diferencias divididas se pueden escribir recursivamente

en funcién de diferencias divididas anteriores
fx]=f(x)

i=01.,n-1
i ]- fx] o
fx, _ X
K X Ko Yy )= LR o L Py

ik =%

i) Silos z; son un reordenamiento de los X;
f[XvaleZv---x Xn]:f[zl,ZO,ZZ,...,Z"]
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Método de LAGRANGE

- Evita resolver el sistema de ecuaciones (O(n?) )
-Tiene un costo del orden de O(n?)

- Para estimar una cota del error se necesita conocer la
derivada de orden n+1

- Si se agrega un punto, hay que recalcular todos los
coeficientes
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Forma de NEWTON
Con Lpunto (%o F(X%)) > po(X)=a5=f(x)
Con 2 puntos (%, f(x) y (X F(4)
R(X) =2 +a,(x=x)
Pu(x) = f (%) +a(x =) = £(x)
_ 00— (%)

& (X —X5)
_ fo)-f(x)
pu(x) = f (%) + % %) (x=%)

()= )+ F oo, ](x-x)
Con n puntos

0aX)= Pra ) i X X X)X =) X )

Forma de lewton.dg.Difgrencias Divididas 10

Tabla de Diferencias Divididas

i| Xi | f(Xi) | Primera | Segunda Tercera
0 | X0 | f(X0)

1| X1|f(X1) | f[X0, X1]

R

2| X2 | f(x2) | X1, X2] | f1X0, X1, X2]

\
3| X3 | f(X3) | flX2,X3] |f(X1, X2, X3] | flX0, X1, X2, X3]
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Error de interpolaciéon al usar Newton

sea f(x):[ab]>% ysean{x}i=0L..,n , n+1 puntos distintos
en [a,b]. Si P.(X) es el polinomio de grado < n que interpola a
fX en Xy, X, entonces, el error que se comete en la
interpolacion viene dado por: €, = f(X)—p,(X)

La formade P,.;(X) usando Newton :

Pral) = FO0)+ FDl0,J06) 4t FDX0 X XY X)X

Por ser interpolante :  Poy(X1) = f(X.1)

O sea que:
FQpur) = F0) ot F g X 0O = X)X =) F DX X X Kt = X0)-( X))
Pn (Xn11)
Por lo tanto:
6= f(Xml)_ pn(xml): f[X(Jlev"l Xml]( Xn+1_X0)'"( Xml_xn)
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Observaciones:

» El polinomio de interpolacion suele usarse para estimar
valores de una funcién tabulada, en las abscisas que no
aparecen en la tabla.

» El aumento de grado no siempre mejora la aproximacion.

» El polinomio es muy sensible a los errores de los datos

» Tipos de error:

redondeo: datos , coeficientes, aproximacion
truncamiento: depende de la derivada
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Interpolacién Polindmica Segmentaria

Dadosn+lpuntos (xo,yo), (X1.Y1), oos (X0yq) CON
Xo<Xp.. <Xy, unafuncién splinedeorden k (k-Spline)
sobre dichospuntosesuna funcion S verificando:

(1) S(x) = q(x) polinomio de grados k, x e [Xy X1,
k=0,1,...n-1

(1) S(x4) =y, k=0,1,..n

(iii) S ¢C “[xv,m
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Si comparamos con la férmula de error vista antes:

f(n+1)
f(xn+1) —Pn (Xn+l) :Wii)(xml - XO)(XrH-l 7X1)"'(Xn+1 - Xn)
vemos que: ot
n+1
f[Xo, Xy Xy X ] e ¢e(ab)

T (n+1)!

es decir que con un punto méas podemos calcular el error

en =X, X1 X0 X =X X =, ) (x = %, )

Regla del Término Sizglgiente

Métodos Numéricos

Ejemplo: Funcién de Runge

) [11]

T 1+25%°

----19th Order Polynomial ——f(x) - = - -5th Order Polynomial
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Aplicaciones

- Ingenieria y Disefio (CAD/CAM, CNC’s)

- Geologia

- Aerondutica y automocion

- Procesamiento de sefiales e imagenes (Reconocimiento
de patrones, recuperacion de imagenes)

- Robética

- Medicina (Aparatos auditivos, mapas cerebrales)

- Meteorologia (Mapas climaticos, deteccion de

inundaciones)
- etc.
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Cubic Spline

Sea f(x):[ab]>% ysean {X}i=0L..,n n+1 puntos
distintos en [a,b],a=x0 <x1<x2...<xn=b
a) En cada intervalo [x;, x;;;] , S es un polinomio cubico
denotado por Si(x).
b) S; (x) =f(x), i=0,...,n-2
€) Siv1(Xie1) = SilXie1)
d) Sir1(Xis1) = SiXisa)
€) S%(Xiv1) = S7i(Xis1)
f) Se satisface alguna de las siguientes condiciones de
frontera: S”(xo) = S”(x,) =0 (frontera libre)
S'(Xo) = F(Xg) Y S’ (Xn) = (X,,) (frontera sujeta)
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Esta matriz es tridiagonal, diagonalmente dominante, o sea que
siempre tiene solucion y se resuelve con el método de Thomas

2(hy + hy) hy 1]
hn 2(ha + Iy)

0 . fin—a 2(hp_y + hya)
Una vez calculados los ci:

an-al- [0 +c,0]

d;, = (s — C%h,

Si el punto a interpolar esta en el intervalo (X5 Xi41)
se debe utilizar la funcifos Numgices 2017 =

Patricia M. Fernandez

26/10/2017

Se plantea un sistema de ecuaciones para calcular los
coeficientes del polinomio S; (x):

a) S () =a; +b; (X —%) +¢ (x= %) +d; (x—%)?i=04,..n-1
by Si(x)=T(x)=4g
si h; = x;; — X; y utilizando las otras propiedades obtenemos:

hiiCiy + Z(hm -h e +hic :hg [ai+1 -g ]‘ hi [ai - ai—l]
; i1
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Error de Interpolaciéon

Al usar una spline natural para interpolar una funcién f(x),
el error es proporcional a h. Lo mismo ocurre cuando
utilizamos una spline clbica sujeta.
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