Métodos Numéricos para la

Resolucion de Ecuaciones

Diferenciales Ordinarias con
Valor Inicial

Problema de valor inicial

y'=fx.y)
v I
Y(%) =, =
|
YU‘ T

= (xy) Relacion entre y’' e y ‘

y(xo):yo Condicién inicial o

Suponemos que se verifica la condicidon de existencia y
unicidad de la solucion

Teorema de existencia y unicidad de la solucién

Sea D € |1 un dominio y sea f: D — R™ una funcion continua
que satisface una condicion de Lipschitz:

| fecy)—feey,)| <Lyi—|

V (X,y1),(X,y,) € D yuna constante L> 0.

=V (X,¥o) € D Junintervalo I que contiene a x, tal que el

problema
{y'=f(x,y)
&)=Y, Yo

tiene solucion unica en ese intervalo.

FAMILIA DE SOLUCIONES

INESTABLE

ESTABLE




Solucién Numérica

Métodos de diferencia o métodos de variable discreta

Dado el intervalo 7= [a,b] y si y0 = y(x0),
seax1=x0+h, y1~y(x1),
seax2=x1+h, y2~y(x2),

xn =xn-1+h, yn~y(xn)
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soluciéon numérica

Errores en Solucién Numérica

Error de truncamiento: En = y(xn) — yn
Error de redondeo: representacion de punto flotante

Propagacion del Error

Y olucion calculada (Discreta)
7
P /

Error global = Z errores locales

Errores en la solucién Numérica

RESULTADO GENERAL

Si el error de truncamiento local de un método es O(h P*1)
entonces el error de truncamiento global es O(hP)

CLASIFICACION DE METODOS

Métodos de un paso Métodos multipaso




Métodos Numéricos de un Paso

Un método numeérico se dice de un paso si V n >0,
yu+1 depende solo de y,,.

Serie de Taylor

2 r+l

= ’ h " r+l
V(X )= y(x, ) Thy (xn)+7y (xn)+~-.+(r+1)',y ©)
hr+1 .
7"+ = 7 : X
nH (r+1)fy (&) —>  Error de Truncamiento

Métodos de Runge Kutta

Caracteristicas Generales:

- son métodos de un paso

-coinciden con la serie de Taylor hasta el término de

orden hP sin requerir el calculo de derivadas superiores,

p es el orden del método

- hacen evaluaciones de la derivada en puntos intermedios
entre x,, Y X,.+;

yn+l = yn +hF(xn’yn’h’ﬂ
F se llama funcién de incremento

F~ f(xy) 10

Método de Euler

prediccion

y'=flx,y) i
dyldx = fix, y) v T
xn+l xn+1 %

Jav=[rexyydx

yn+1:yn+hf(xn’yn)

T,h)=h712y"(£,) > Oh)

1

Método de Trapecio

xn+1
Vo =2, [ fon ) /\

xn

1
xn+ »

Jf'(x,y) de = I2( fx,, )T %08 i)

xn xn+l

yn+1 ;yn +h/2(f(xn)yn)+f(xn+l’y n+1)) I’l:(),l,...

T,h) « h® > O()
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Método de RK de cuarto orden

Es el método mas popular de los métodos Runge Kutta

Vo1 = Vn +%(k1 + 2k, + 2k, +k4)

Siendo: & =/(x,,,)

1 1
+=h,y,+=kh
/{‘xn 2 Y, H j

1 1
x, +—h,y, +—knh
.f( "3 Yn P )

ky=f\x, +hy, + k3h)

ky

ks

T,h) < h’ —> oGh"
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Comparacién de métodos

Butcher (60’)

EvalFn. 2 3 4 5 6 7 N>8

Error Oh?) O(h3) O(h?) O(h?) OMS) O(hé) O(h™2)

No hay relacién directa entre nimero de evaluaciones
y el mejor error posible paran = 4

Paso Variable

La solucion de algunas ecuaciones presenta escalas de
tiempo muy variables,

Si se utiliza un paso h constante se realiza mas esfuerzo
del necesario

Una forma de solucionar esto es utilizando paso variable

Se trata de garantizar que el error local en cada paso
permanezca acotado .

Se puede implementar de dos formas:

1) Realizando dos veces el calculo, con un paso h y con
dos pasos de h/2 y comparando los resultados.

2) Combinando dos métodos de Runge Kutta de ordenes
diferentes (ODE23, ODE45)




Método de Runge-Kutta Fehlberg (1990)

RK4 (g 20, 105 s12
Vil Vit g kit oy Kot Sog ket gy Kol

RKS5 2825, 18575, 13525 277 1
TS TR (bitay S kit S Winintuiy Sl Sy %)
Yt y'+(27648’+48384’+55296‘+143365+4 2

k= f(x,,)
ky = f(x, +lh ‘+lkh)
2 i3 > Vi 3
. 3 3 9

k,=f(x,+—h,y,+—kh+—k,h
5=/ oYtk g 2h)

3 3 9 6
k,=f(x,+=hy,+—kh——k,h+—kh
s f(r,51y, TR L)

11 5 70 35
ko= f(x,+hy, ——kh+>kh——kh+>=kh
s =Sy, 5477 27 277 27‘)
kh:f(x,+zh,y,+ 1631 klh+£ FIELC kyh— 44275 kAh+—253 kh)
3 55296 51270 13824 110592 4096

Ventajas de Runge Kutta:

Se autoinician
Son faciles de implementar
Son estables

Desventajas de Runge Kutta:

Requieren tiempo de calculo relativamente alto

No es sencillo el calculo del error

No trabajan bien para resolver ecuaciones stiff

Con el uso de paso variable se aumenta su eficiencia y
pueden utilizarse para resolver ecuaciones stiff

Métodos Multipaso

Forma General:
P P
Yuri= ;ajynfﬁhjzzl b,f - ;n= Dp-1,p2, ...
ay b; son constantes,
Si a,#0 ob,#0 el método es de p+1 pasos
Sib; =0 = Meétodo explicito
Sib; #0 = Método implicito

Se usa informacién en varios puntos anteriores x,, x, ,, x, ,

esto determina el orden del método
No se autoinician
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Métodos de Adams

Vo= fx )
xn +1 xn +1
[av = [ e wax

Se construye el polinomio interpolante de f(x,y) en los puntos
Xy Xyopp s Xp Y S€ Calcula:
xn +1
Vo = va+ | peodx
. r £ .
obteniéndose ., =y, +h D b, f,

J= -1
by=0 = ADAMS-BASHFORTH explicito

by#0 = ADAMS- MOULTON implicito
20




Métodos de Adams Bashforth
P=0 yo =y, thf, + V0 y(E,)
P = B f ] Y )
P=2 =yt W3 16005 5,01 Sy E)

P=3 =R DS 5 #3790, 4 )

Métodos de Adams Moulton

P=0 you =y, t - Yny(E,)
p:1 yn+l:yn+%[fn+l+ﬁ]7%2113)}”’(5”)
P=2 Yuu=J, +%2[5.fn+l +8ﬁ1_5.fn71]_%4 h4)’m(‘§n)

P=3 aa=r, D019, -5, 41,0100 6
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Métodos Predictor Corrector . ] ) B
Consistencia, Convergencia y Estabilidad
Huen Py =yt b
C: yo =y, +h(fy+ fr) -SiTn — 0 cuando h — 0, el método e(s C??!St?nt?)
Milne condicion loca
Py =yt~ fo +2
Tt 7P A[ So=Soa*2/ra] -Si lim max lyn-y(xn)1=0 cuando h—s0,
C: yn+l:yn—l+%[.fn+l+4fn+fn-l] nTotEnEn
el método es convergente  (condicion global)
Adams
e 3oa =3, W 550, =590 43772~ 91, -Si3KX) /Tyn-yn | < kGxn)l ypdo |, n=12...,
el método es estable
C: Vua =3 W0 11 41905 1,4+ £,
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En general:

Un método de diferencia es convergente siy
solo si es consistente y estable.
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Ecuaciones Stiff

Se dice que una EDO es Stiff (rigida) si su soluciéon numérica
requiere, para algunos métodos y quizas en una porcién del
intervalo donde esta definida la solucién, una disminucién del
tamafo de paso para evitar la inestabilidad.

‘: =—1000y + 3000 - 2000¢™
»no=0

Vow =3 —0.998¢7"" — 2.002¢™
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$+100y =0
»0)=1

Ecuacion Stiff } = y@t)=e'"

Sol. Analitica Euler Explicito (t=0.03)
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Ecuacion stiff 54100y =0

y(0)=1

} - y(t) — e—lOOt

Usando Euler, para : At=0.01, At=0.03

At=0.03 At=0.01
Error Error

0 0

2.04978706836786 0.36787944117144
-3.99752124782333 0.13533528323661

8.00012340980409 0.04978706836786
-15.99999385578765 0.01831563888873
32.00000030590232 0.00673794699909
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y(0)=1

Ecuacion Stiff 100y = 0} W)= ™

~
.

Sol. Analitica y Euler implicito

Euler explicito (= 0.03)
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Sistema de Ecuaciones

Dado el sistema:

yi =[xV YY) W (XO):yl,O
y~2 =foXYp Ve Vs yz()%) =N

Y=LV Vi) 3, 00)=0

Se cumple una condicién de Lipschitz extendida

Ecuaciones Diferenciales de orden Ejemplo:
Superior PP
y +2y —x"y =5x
Dada la siguiente ecuacion:
m _ ( v mfl) =y n=y
=J\ry.y ..., : .
| Y=y yi vty vy =y s =,
Si se conoce Y=y
-1
Y(xp), V() Y'(Xp)ees V(X))

se puede escribir como un sistema de ecuaciones
de primer orden con valor inicial
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y; :72y3+xzy2+5x

i B V2
V=i ¥V=r0)= V3
V3

X7y, =2y, +5x
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