SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Los sistemas de ecuaciones representan problemas fisicos
que involucran la interaccién de varias propiedades. Las
variables en el sistema representan las propiedades que se
estudian y las ecuaciones describen la interaccién entre las
variables. Vamos a resolver un sistema de n ecuaciones
lineales con n incognitas:

ay X +ag, X+ a, x, =b

Ay X +ay, %+ +ay, X, =b,

a, x,+a,,x,+--+a,, x, =b,

En forma matricial: AX = b, con Ac ™0 x e b edin
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CLASIFICACION DE METODOS

METODOS DIRECTOS: Son aquellos que nos conducirian a
la solucion exacta luego de un ndmero finito de operaciones
elementales, si no hubiera errores de redondeo

METODOS ITERATIVOS: parten de una estimacion inicial x,
y construyen una sucesion de aproximaciones, que en
principio, convergen a la solucién x

TIPOS DE MATRICES

MATRICES DENSAS: Son aquellas que poseen pocos
elementos nulos y son de orden bajo

MATRICES RALAS(SPARSE): Son aquellas que poseen
muchos ceros y son de orden alto
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trivial x=0

» ¥ miembro de la derecha, b, el sistema A x =b tiene
una solucién

» Aes invertible

2 Metodos Numericos 2017

Matrices Especiales

» Matriz Triangular Superior

Sea aquella matriz de orden n en donde todos sus elementos por
debajo de la diagonal principal son 0’s
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Matrices Especiales

» Matriz Triangular Inferior

Sea aquella matriz de orden n en donde todos sus elementos por

arriba de la diagonal principal son 0’s

SISTEMA CON MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR

a, 0 0
4,=0 Vi<j ij=0.n  p-® % 0
: [ 0
anl an2 an,nfl ann
7 Metodos Numericos 2017
. . . SISTEMA CON MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR
Matrices Especiales - Ejemplos
ema A x
41 3|x| 19 Algoritmo sustitucion hacia adeiante
_ Matriz Triangular ‘ Sustitucién hacia Algoritmo:
0 2 8|x =16 ‘ Superior Atréis P1 Calcular x, :%
00 4]x| (12 "
P2Parak=2,...,n,1
k-1
2 0 Ofx] [-4 by = ay x;
Matriz Triangular Algoritmo — j=1
1 -20 X = 1 ‘ Inferior Sustitucién hacia A a
Adelante

2 -4 1|x| |0

Teorema: Si A es matriz triangular inferior, con a;; # 0V i,
entonces A es invertible
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CASO GRAL

Dado el sistema de ecuaciones lineales de la forma
Ax=b ,donde Ae R™; beR"

siendo la matriz del sistema no triangular entonces
utilizamos el método de Eliminacién de Gauss para
transformar el sistema en uno equivalente con matriz
triangular superior
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ELIMINACION DE GAUSS

ALGORITMO DE TRIANGULACION
Para resolver el sistema, se requiere el uso de la matriz
ampliada del sistema, la cual se define como [A:B]. Luego,
se sustituye A por la matriz escalonada equivalente,
aplicando operaciones elementales.
Ejemplo: 2x,+4x,-2x;=6
X; - Xo+5x3=0
X+ Xo -2X3=2
1) eliminamos los elementos de la primera columna.
Sumo a la 2da ecuacion la 1era multiplicada por m,; = -1/2
sumo a la 3era ecuacion la 1era multiplicada por mg; = -2
2X;+4X,-2x3=6
-8x, + 6X3=-3
-7Xo +2x3=-10.
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Teorema 2 (INVARIANZA DE LA SOLUCION):

Las soluciones de un sistema Ax = b permanecen
invariantes ante las siguientes operaciones:

» Intercambio de dos ecuaciones cualesquiera
» Multiplicacién de una ecuacion por un escalar no nulo

» Suma de una ecuacién con una combinacién lineal no
nula de otras ecuaciones
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2X;+4X,-2X3=6
-3%, + 6x3=-3
-7Xp + 2X3=-10.
2) eliminamos los elementos de la segunda columna.
Sumo a la 3era ecuacién la 2da multiplicada por mg,= - 7/3
2X;+4X,-2X3=6
-3%, + 6x3=-3
-12x3=-3
Obtengo una matriz triangular superior.

Utilizando el algoritmo de sustitucion hacia atras resolvemos el
sistema x7=(1/4, 3/2, 1/4)
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FACTORIZACION LU

Sea el problema general de resolver un sistema de
ecuaciones lineales de la forma

Ax=b ,donde A e R™b eR"

Este método se usa para resolver sistemas de ecuaciones
con la misma matriz de coeficientes y distintos términos
independientes.

Se descompone la matriz A en un producto de dos matrices:

FACTORIZACION LU

Despues de n-1 pasos: A", triangular superior, U =A"

1 1 1 1

ap ap 4 - 4y,

2 2 2

U 0 Ay Ay . Ay,
= 3 3

0 0 a3 . as,

0 0o 0. . al

nn

Definimos ahora la matriz L, formada por los multiplicadores

L L . 1 0 0 . o0
Una matriz triangular inferior unidad L. m, 1 0 0
. . . 1 N
Una matriz triangular superior U, L=
my  may o1
de tal forma que A=LU .
m, m,, . . 1
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FACTORIZACION LU Teorema 3 .- (Factorizacion LU )
» Dado el sistema inicial, AX =D, Sea A = (a;;) € My tal que las n submatrices prin-
Al = (alij )’bl = (b, ), 1<i,j<n cipales:
Paso 1: suponiendo a*;1# O 011 --. Q1k
. Ap=| E | k=1,..., n,
my =aly /aly, i=2,3..,n b
(k1 ... kg
a?;; =aly -myaty; ij=2,3...n ——
ij ij 1% 1 b 2 sean inversibles (esto es, det(Ay) #£0, Vk=1,..., n).
A2 = (a2, ) Entonces, afy # 0, Yk =1,..., n, y, por tanto,
Paso k ) ko 20 existe wna matriz triangulor inferior L = (l;;) con
aso k:suponiendo a” clementos diagonales l; = 1, Yi = 1,..., n, y una
-k k . s s 5
My = a i/ a gy i=k+l,...n matriz triangular superior U = (uy;) tales que A =
_ k k P T — e nraeneitn: es e
a;ﬂ =ak;; - my a¥; ij=k+1, ..., n LU. Ademds, esta factorizacion es dnica.
ARFL = ( k+l
(a;")
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FACTORIZACION LU
Dado el sistema inicial, Ax = b, y calculada A = LU, solucién

del sistema es: LUx=b

Ly =b
Ux=y
Ejemplo: Fe a7 A
H 3 2 x1% :‘):
11 5 0llxxl=111]
I
Iy 2 v b1 Taal
2 4 ljx (11
1 0 0 (1 3 2
L=l1 1 o0|U=|0 2 -2|vy=
2 -1 1 0 0 -5
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CALCULO DEL DETERMINANTE

A=LU —— det(A) = det(L)det(U) = det(U)
CALCULO DEA'
Dadoque: AA' =1
Calculamos:Axi =el , i=1,..,n
A : matriz de partida

X! : columna i-esima de la matriz inversa

e! : columna i-esima de la matriz identidad, (O....10......0)t
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NUMERO DE OPERACIONES

Consideramos el costo de:
i) Calculode Ly U

-1 . n-1 — (n—k)‘z)"il_ ((n—l)3 leE
;2(n—k) :2jl(n—k) dk_—2(73 | - 3)=

ii) Resolucién de Ly =b
1+2n-1

DD +1= Y 2i-1=143+. 42-1= S n=r
i=1 i=1
iii) Resolucién de Ux =y
: : 1+2n-1
2= +1= Y 2i-1=14+3+. 42— 1= p=p’

i=1 i=l

El costo es O( n3)
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Pivoteo y Escalamiento en el Método de Gauss

pivote, caso

seran grandes y producen mucho error de redondeo
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Pivoteo Parcial

Implementaciéon de LU con Pivoteo
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Pivoteo Total

N k
¢, = max ‘alj
ij=k.n

es muy caro por el numero de comparaciones , por ello es
mas utilizado el pivoteo parcial
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Escalamiento Implicito

¢, = max
i=k..n S

Siendo s, vector tamafio, que se inicializa al comenzar el

algoritmo: s, = max

j=1..n

i es el menor indice tal que i > k, sison distintos se

FIPIRRE Y PO PR 2} P
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Variantes de Eliminaciéon de Gauss

[SH] (5] ) pm
ay ap ay,’ 1 by o) 0 0 ! ptD
a| 1 b
alV  all al) | b @ [
B -
21 2 | P2 0 a2 - 0 b
: : Do - 2 I
. o : : . : | :
: : . o
) ) W M
a, Ay m 1 by 0 0 g 1 G
w1 P
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Método de Thomas(sistemas tridiagonales)

a, a, 0 0 Ly 0 0 Of1 uw, O O

@y Ay Gy 0| |L by 0 010 1 uy O
0 ay ay ay o by Ly 000 0 1 uy
0 0 a; ay 0 0 Iy IuJ0O 0 0 1

U12™ A12/ly

TP AP = . .. 1=
—-1%i—-17>  ®{i+1 Yij+1/bi 1

a"l"l - a"l n—‘lun—‘! n
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Variantes de Eliminacién de Gauss
Método de Cholesk

Para estas matrices se puede encontrar una matriz
triangular inferior L, con elementos diagonales positivos,
talque A=L LT
- j-1 2)1/2
ij (ajj - Y=t ljk )

j—

1
ly‘(a-zj'zlikljk Vi i>j

k=1

Ventajas: costo es la mitad de LU y no necesita pivoteo
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