METODOS NUMERICOS

OBJETIVOS

* Comprender el significado y alcance de los
modelos matematicos en ciencia e ingenieria

+ Reconocer los errores que se cometen con
computadoras digitales

* Manejar técnicas del calculo numérico de ciencias
e Ingenieria.

* Ser capaz de elegir el mejor método para la
resolucién de un determinado problema.

* Poder aplicar los métodos numéricos en
problemas especificos de su area de interés,
interpretando los resultados obtenidos .
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Métodos Numéricos en Ingenieria

- Los ingenieros utilizan modelos matematicos para describir y
predecir el comportamiento de los sistemas .

- Las soluciones analiticas sélo son posibles para determinados
problemas

- Los computadoras son una herramienta de amplia disponibilidad,
con gran potencia de célculo

El Andlisis Numérico es una disciplina, comprende dos aspectos

Conceptos y Teoria
- Qué problemas se pueden resolver.

- Que problemas no pueden resolverse , o seran dificiles de resolver.

Métodos y Técnicas
- Saber como funcionan los métodos
- Poder evaluar errores , convergencia y la estabilidad de soluciones

- Poder escribir programas o modificar software comercial
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METODOS NUMERICOS PARA INGENIEROS,

TEMAS

Unidad [:

Unidad II:
Unidad III:
Unidad IV:
Unidad V:
Unidad VI:

Objeto:
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METODOS NUMERICOS

Teoria de errores

Soluciéon de Ecuaciones no Lineales

Soluciéon Numérica de Sistemas Lineales
Interpolacion.

Integracion numérica.

Solucion Numérica de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias con Valores Iniciales.
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CALCULO NUMERICO

Proveer métodos numéricos para el estudio y solucion de
problemas matematicos

Algoritmo:

Procedimiento para resolver un problema particular,
sin ambigiiedades, expresado como una secuencia
finita de reglas

Método Numérico:

Un algoritmo para resolver un problema, cuya solucion
consiste en uno o mas valores numéricos, llamados
SOLUCION NUMERICA
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PASOS PARA RESOLVER UN PROBLEMA
NUMERICAMENTE

i) Formulacién del problema
ii) Eleccion del método
iii) Programacioény codificacion
iv) Analisis de los resultados
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Un modelo matematico es una ecuacion que muestra
las caracteristicas de un sistema fisico:

y =f(x, pardmetros, fn.fuerza)

y : vble. dep., muestra el comportamiento o estado del
sistema

x : vbles. indep., determinan el comportamiento del
sistema (tiempo, espacio)

parametros: ctes que muestran la composicion o
propiedades del sistema

fn. fuerza: influencias externas sobre el sistema
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Si consideramos m = 68.1 kg, cd = 0.25 kg/m
Una grafica de V(t) es:
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usando una aproximacion: 1

Cy
V(tiy) = V() + [g “m V('[i)z} (tia — 1)
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Formulaciéon del problema

El proceso de analisis del mundo real para interpretar
los aspectos esenciales de un problema y expresarlo
en términos precisos se denomina abstraccion.

Abstraer un problema del mundo real y simplificar su
expresion, tratando de encontrar los aspectos
principales que se pueden resolver, los datos que se
van a procesar y el contexto del problema se denomina
modelizacion (mental)

Formular un Modelo Matemaético es:

Definir las ecuaciones matematicas del modelo y los
parametros que intervienen
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Ejemplo:

Consideramos un bungee jumper ; una
ecuacion que representa su velocidad es

Wi)= |5 tanh| 154
/| /cd\/\/;

Vble vble Fn.
dep ind. Fuerza  Parametros (m,cd)
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La ecuacion anterior es la solucién analitica de:
dv c, o
gy

dt m

@ ~ ﬂ — V(ti+1)_ v(t,.)

True zlope

dt At to—t,
asi
V(ti+1) _V(ti) Cy
a9V T

Euler
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Resultados de Euler con h = 2 seg
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Errores Sistematicos

Son los que tienen siempre aproximadamente el mismo
tamarfio y signo, es decir que el error tiene una causa
constante, son siempre por exceso o por defecto
Errores Accidentales

Son los relacionados a factores aleatorios en la medicion
Precisién y Exactitud

Una medicién es exacta cuando su valor es muy cercano
al valor verdadero.

Una medicién es precisa cuando el instrumento que
empleamos nos proporciona muchas cifras decimales,
pero la medida puede no ser exacta, por ej. si estamos
cometiendo un error sistematico al usar el instrumento.
Una medida para ser exacta debe ser precisa, pero no
todas las medidas precisas son exactas.
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SERIE DE TAYLOR

El teorema de Taylor nos dice que toda funcién suave se
puede aproximar con un polinomio .Esto se hace usando
la Serie de Taylor

h2 h®
f(x +h) = f(x;)+hf ’(xi)+?f”(xi)+§ £7(%)+...+Rn.

i
flu) Zero order

S q) = )

foad = L) £

Load = L)+ A+ ’;’ s

0
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CLASIFICACION DE LOS ERRORES

i) Errores del modelo o del problema
i) Errores del método

i) Errores de célculo y programacion
iii) Errores en los datos

ii) Errores de truncamiento

iv) Errores de redondeo
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ERROR de TRUNCAMIENTO

Se origina al substituir procesos infinitos por procesos
finitos

XM

¥ —poo X
€ = dn=07

I Fdx ~ S (F (i) + F(x))

Los errores de truncamiento causan inexactitud de los
resultados.
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ERROR
Sean x y;un numero y su valor aproximado:

e = x-x ——— error absoluto
X

. error relativo, six #0

er% =er 100 —— error relativo porcentual
|x-x|<€&€ — . cotade error

X=X+ €
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Ej: se debe medir la longitud de un puente y la de un remache, y se
obtiene 99.99 m y 9 cm , supongamos que los valores reales son 100 m y ERROR
10 cm repectivamente, calcule el error absoluto y error relativo porcentual.

Errores al medir el puente : —
Seanxyx € R"

- a-a| _[10000 - 9999
&, = -2 =[10000 ~ 99| = Loy, - 17| - 2000 %2 a0 01 _
a ‘ ‘ a 10000 e = lx-xI  errorabsoluto
er = Ix-x Il errorrelativo, si x # 0
Errores al medir el remache: I xl
&, =[a-a/=[10-9/=1cm g =222 :‘M *100%=10%
a
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REPRESENTACION INTERNA

ERROR DE REDONDEO
Existen dos maneras de representarlos:
Se debe a que una maquina sélo puede representar
cantidades con un namero finito de digitos. 1. Punto fijo: Los nimeros se representan con un nimero
fijo de cifras decimales. 6.358, 0.013
Podemos distinguir dos tipos:
2. Punto flotante: Los nimeros se representan con un
a) error de representacion numero fijo de digitos significativas 0.636E01, 0.135E-01

b) error debido a los célculos Digito Significativo: Dado un nimero x, es cualquier
digito, excepto los ceros a la izquierda del primer digito
diferente de cero y que solo sirven para fijar la posicién del
punto decimal Ej. 1360, 1.360; 0.001360; tienen cuatro
digitos significativos.

Meétodos Numéricos 2017 21 Meétodos Numéricos 2017 22

REPRESENTACION EN PUNTO FLOTANTE

Sea un numero x, representado en punto flotante en una

Estandar IEEE 754 (85’) se establecié para facilitar

base b la portabilidad de los programas de un procesador a
x = (sign x) (.a,a,a;...a), X b® otro.
Define el formato para precision simple de 32 bits y
ai : digitos en el sistema de baseb, at1#00ai=0 Vi para precision doble de 64 bits.

t: ndmero de digitos de la mantisa (determina la precision)

.a,a,a3...a, . mantisa normalizada, por seral >0

e: exponente o caracteristica (determina el rango)

Métodos Numéricos 2017 23 Métodos Numéricos 2017 24



REPRESENTACION EN PUNTO FLOTANTE

IEEE Standard 754

exp[30:23] Traction[22:0] ‘
i3 a2 0

s

1 bit para signo numero
32 bits 8 bits para exponente (1038, 1038)
23 bits para mantisa ( ~7 digitos )
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Valores Especiales (single-precision)

Exponente | Mantisa Valores

00000000 0..00 +0.0,-0.0

00000000 n.....n numeros subnormales
(-1)s x 2126 x (0.a,@,...a53)
2-149 s 2-126
11111111 0....0 Infinito
11111111 n.....n Not a Number (NaN)
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REPRESENTACION EN PUNTO FLOTANTE

Doble Precision

exp[52:62] fraction[51:32] |
63 62 52 51 32

fraction[31:0] |
31 0

1 bit para signo numero
64 bits{ 11 bits para exponente ( 10 3%, 103%)
53 bits para mantisa  ( ~15 dig.)
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Overflow: Resultado del calculo mayor que el
numero mas grande que se puede representar

Underflow: Resultado del calculo menor que el
numero mas pequefio (no nulo )que se puede
representar. Se considera 0 al valor

Métodos Numéricos 2017 26
realminsub
subnormal  §--- Numeros normalizados . _ _ _ _ _ _ _§ . _
[ I |
0-! B
| I |
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B realmin Overflow
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ERROR DE REPRESENTACION

Como la mantisa contiene n digitos en la base b,
todo nimero mas largo debe cortarse

Ej:

7/3 = 2.3333333333...
1/6 = 0.1666666666...

n = 3.141596265358...

También puede ocurrir que haya nimeros con
representacion exacta en una base pero no en otra

Ej. 4/5=(0.8)y, .3/5=(0.6)5 1.6
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ERROR DE _REPRESENTACION

Los valores de t, e y b determinan que valores reales se
pueden representar exactamente en una computadora.

Ei.b=2 t=3,e=3
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ERROR DE_REPRESENTACION

Se define fl(x) = x(1+€)
€ : error de redondeo,
Si redondeamos:
€1 < 1bH
2

Si cortamos:
I €l<plt
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ERROR DE REPRESENTACION

Unidad de redondeo: se define como el
menor valor u tal que

1Fu>1

Depende de la maquina que utilicemos
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ERROR DE_REPRESENTACION

Un ndmero x que no tiene representacion exacta se
denomina fl(x).

Los dos criterios mas usados para calcular este valor
son:

a) Redondeo: se elige como fl(x) el nimero de punto
flotante normalizado més cercano a x

b) Corte: se elige como fl(x) el nGmero de punto
flotante normalizado més cercano entre 0 y x
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OPERACIONES ARITMETICAS EN PUNTO
FLOTANTE

Ej: b=10,t=3
X =0.164.10%, y=0.280.10°
Z = x+y = 0.167.10%

Operaciones en punto flotante: F, =, %, /

xopy="fixopy) =(xopy)(1+€)
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ERROR DE_REDONDEO ACUMULADO

Es la suma de todos los errores efectuados durante el calculo

Ej:b=10,t=8
a=0.23371258 104
b = 0.33678429 10?
c =-0.33678429 10?
Calculamos a+b¥c de dos formas diferentes:
i) aF(b¥c)= 0.64137126 10%
i) (@¥b)¥c= 0.64100000 103
Resultado exacto: a+b+c = 0.641371258 1073
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ERROR DE REDONDEO ACUMULADO

En resumen:

Los resultados de las operaciones en la computadora
tendran en general errores debido a los errores de los
operandos y al redondeo o truncamiento que ocurre al
efectuar estas operaciones.

Errores de redondeo invalidan leyes basicas de la aritmética

tal como la ley asociativa

(x+y)+z#x+(y+2z).
Si en un método los errores crecen mucho hablamos de
método mal condicionado o inestable
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ERROR DE SIGNIFICACION

Se produce por perdida de cifras significativos

Def: Si X~ x, decimos que lo aproxima en r cifras
significativas o b digitos si:

Xl o5ptoT
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FORMULA GRAL DE PROPAGACION DEL ERROR

Supongamos conocer x1, X2, ..%1 ~ x1, X2, ... xny
sea y funcién de estas vbles.
Sea ¥ =(x1,x2,..%0),x=(x1,%2,...xn)
Axi = xi-xi, Ay=y(x —x)
Veamos el siguiente Teorema: Dados %, x e y(x)
entonces,

Ay =¥ P (Axi , porlo tanto

=1 gxi

ay — )
| ayl<zn, |é(x)\ | Axi |
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ESTABILIDAD

Si pequefios cambios en los datos producen pequefios
cambios en los resultados diremos que es estable, caso
contrario es inestable, en algunos casos la estabilidad
depende del conjunto de datos, entonces se dice:
condicionalmente estable

Inestabilidad inherente es aquella propia del problema o
sistema.

Inestabilidad inducida es la que se produce por usar un

método equivocado para resolver un determinado problema.

Meétodos Numéricos 2017 38

PROPAGACION DE ERRORES

Cuando usamos métodos numéricos , el error del resultado

serd la suma de los errores en el desarrollo del mismo

Funciones de una variable

y=f(x)
Ay =Y (%) = y(%o)
Ay = ¥ (%) AX
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Una corriente pasa a través de una resistencia de 10 Ohmios,

este valor tiene una precision de 5%, la corriente es de 2 A
fue medida con una aproximacion de +0.1 A.

A) Hallar el valor aproximado del voltaje (e=i*r).
B) Hallar el error absoluto y relativo

i=2 , r=10
Ai=0.1 ,Ar=5%(10)=0.5
e=i*r e=i*r=2*10=20
Ae:?A,ﬁ-?A, e=2042

| r
Ae~TA, +iA, er:%O:lO%

Ae = (10)0.1)+(2)0.5)
Aex2
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Se tiene un triangulo rectangulo cuya altura h~3 cmy b~ 4 cm
Si se quiere calcular el &rea con un error no mayor al 10 %.
Qué errores se pueden tener en los valores de hy b ?

Suponiendo que cada vble

h=3 contribuye en igual proporcion
b=4 .
area=(b*h)/2=6 ,§b*:§izﬁzo,1

. 2h  2(3)
£, =0.16)=0.6 £ 0

~& *h+&, *b TS oo 0075
$a = &p +&h & % 2(4)
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METODOS DE ESTIMACION DEL ERROR

- Doble precision
- Andlisis regresivo del error
- Aritmética de intervalo

- Enfoque estadistico
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