DISCUSION DE LOS TRATAMIENTOS DE DEBYE Y DE
ONSAGER PARA LA CONSTANTE DIELECTRICA

P. BRITO, C. GROSSE y H. MECHETTI

SUMMARY

The Onsager theory for the dielectric constant is revised, allowing a new inter-
pretation for the torque between the local field and the molecular dipole moment.
This approach makes it possible to compare and discuss the theories of Debye and
Onsager for their results on local field, molecular moment, torque, total polarizability
and dielectric constant.

All the discussion is given without the use of any molecular model, caracterizing
the molecule by &, and « which are, respectively, the permanent dipole moment and
the deformation polarizability.

I. INTRODUCCION .

Con la finalidad de relacionar las propiedades microscdpicas no me-
dibles: polarizabilidades electrénica y atémica y momento dipolar, y las
propiedades macroseépicas medibles: densidad y constante dieléctrica,
diferentes autores [1, 3,5, 6,8, 9,10, 11,12, 13] han elaborado modelos que
mmtentan justificar la respuesta de un medio dieléctrico, polar o no, a
una excitacién provocada por un campo externo.

Los tratamientos usados se diferencian en las aproximaciones usadas
en la solucién del problema. Un anélisis de ellas permite concluir que hay
Jos esquemas fundamentales: el de Mosotti [1] y el de Onsager [6]. El
primero fue desarrollado especficamente para medios no polares (consi-
derado también por Clausius [3] y Lorentz [9]) y cabe a Debye [5] el ha-
berlo extendido para medios polares, mientras que el segundo lo fue sélo
para medios polares. .
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II. DESARROLLO DE LOS TRATAMIENTOS DE DEBYE Y DE
ONSAGER

Ambos tratamientos tienen en comiéin la adopcién de una molécula
como central y analizan su comportamiento bajo la influencia media que
sobre ella ejercen las restantes y hacen finalmente que la solucién sea
autoconsistente por reconocer que todas las moléculas deben tener las
mismas propiedades y comportamiento que la central.

La técnica usada consiste en describir una superficie esférica, de
caractersticas propias a cada uno de los esquemas citados, centrada en
una molécula (la denominada central) para luego discutir la influencia
que sobre esa molécula ejercen las moléculas restantes en relacion a esa
superficie. Asi, ambos tratamientos consideran que las moléculas externas
a ella se comportan en conjunto como un medio dieléctrico continuo, po-
larizado por el campo externo y por el campo dipolar de las moléculas
internas a la misma.

En lo que sigue denominaremos “cavidad” a toda la region interna
a la superficie esférica. Llamando p al momento dipolar total de las mo-
léculas internas, la solucién del problema electroestitico muestra la exis-
tencia de dos campos uniformes en la cavidad, debidos a las moléculas
externas y al campo aplicado. Estos campos son: el de cavidad G, de valor

3¢

¢ = E=qE
PE R o i

“orientado en la direccién del campo aplicado E, e independiente del ra-
dio de la cavidad, y el de reaccion R, de valor

2(e—1 gp _ y -
2:+1 b b " @)

=

orientado en la direccion del dipolo . de las moléculas internas y depen-
diente del radio b de la cavidad.

La suma de estos dos campos, més el ecampo F; que es el debido a las
moléculas dentro ed la cavidad y medido en la posicién de la molécula
central, constituye el campo local F, es decir

F=G+R +F, (3)
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A fin de calcular el valor particular de F, es necesario fijar la mag-
nitud de b para luego determinar el valor del momento dipolar p. En la
eleccion del radio de la cavidad estriba la diferencia fundamental entre
los esquemas de Debye y de Onsager.

Debye considera que la cavidad es macroscépica, de radio ¢, de for-
ma que las moléculas dentro de la cavidad se comportan como entes in-
dividuales en relacién a la molécula central, mientras que en relacién a
puntos exteriores a la cavidad, se comportan en conjunto como una es-
fera dieléctrica de polarizacién uniforme P y cuyo momento dipolar tiene
por valor

47 47
= 3 P = 5 o N <m> 4)

donde N es el nimero de moléculas por unidad de volumen y <m> su
momento molecular medio. Onsager considera que la cavidad es mieros-
copica, de radio a, tal que su volumen es igual al asignado a cada molécula
v definido de forma que

4 1
e, A8 1= e 5
50 ¥ (8)

El momento p de las moléeulas interiores, se reduce en este caso, al
momento m de la molécula central.

Los valores que toma el campo local para cada uno de los esquemas
considerados, son en consecuencia

a) Debye

- S 4 - -
F=qF+ L~ —;‘ N <m> '+ F, (6)
¢
que se obtiene de las ecuaciones (2) y (4) y sustituyendo b por ¢. Teniendo
presente la ec. (5), la anterior expresién puede ser escrita ecomo

F’=qE+%—<£>+ﬁs=G+<R>,+F3 o
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b) Onsager

F=1E+ L m=6+E (8)
(13

que se obtiene de la ec. (2) al reemplazar b por a.

Vamos a deduecir a continuacién la expresién de la constante dieléc-
trica de un liquido polar puro, en funcién de los parametros molecula-
res po ¥ a que representan el momento dipolar permanente en vacio y la
polarizabilidad de deformacién respectivamente, usando los esquemas de
campo local desarrollados anteriormente. A fin de poder comparar los
resultados que se obtengan, vamos a apartarnos del trabajo original de
Onsager por cuanto no utilizaremos su modelo molecular, caracterizando
a la molécula sélo por los pardmetros citados, ya que se demuestra [2] que
los valores por él obtenidos son independientes del modelo molecular usa-
do. Esto permite por otra parte, extender el uso de su concepto de cavi-
dad a gases. Esto seria imposible de realizar con su modelo molecular
ya que asigna a la molécula un radio igual al de la cavidad asociada a ella.

Consideraremos primero el caso de Debye. Suponemos que la direccién

del dipolo permanente u, forma un &ngulo 6 con la direccién del campo
aplicado como se muestra en la figura 1. E1 momento molecular total

tiene por valor

-~

m =g+ m (9)
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en la que pi es el dipolo inducido por el campo local F' y cuyo valor
es' pi = af'.

El campo local F, dado por ec. (7), ha sido usado por Mosctti apro-
ximando a cero la contribucién de los préximos vecinos al campo lo-
cal, es decir, considerando F'; = 0. El valor del campo local en funcion
del campo aplicado, se puede obtener sustituyendo <m> por la expresién .

T ;) e—1 E’
<m> = =
N 4 N
qbtenién’dose asi la forma conocida
F:G+:T_<m>=e3—E (10)

Estb muestra que el campo F es paralelo al campo aplicado E, por lo que
el momento inducido p; tiene también esta direccién. |
La cupla que el campo local ejerce sobre el dipolo m estd dada por

-

M =F xm = Fa (gt p) =\;’X;,,

= (G + <B>) X o (11)

debido a que F no ejerce cupla sobre p; al ser siempre paralelo al mismo.
Por lo tanto

| +9
M= (6 + <B>) posenf'= ———_

3 E yosen 6 (12)

La energia de orientacién de la molécula se obtiene al integrar esta
altima expresién y resulta ser

+ 2 .
W= — a—-3——Ep.ocos0 (13)

Introduciendo este resultado en el factor de Maxwell-Boltzman se obtiene
para la orientacién media del momento permanente de la molécula el valor
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Mo e+ 2

= E (14)
<eos 0> 11 3

y para el momento dipolar medio

2

& i
<m> = p, <cos0> + = ( 3}:1* N2 E (15)

con lo que la constante dieléetrica, seglin este modelo, resulta ser

e—lz-ier( "u.,z,

+ 16
e+ 2 3 YT (16)

Pasamos a tratar a continuacién el caso de Onsager y consideramos
al igual que en el caso anterior que el momento dipolar permanente g,

forma un &ngulo 6 con el campo aplicado, como se muestra en la figu-
ra 2, en la que se representan también los campos en la cavidad. El mo-
mento molecular total es

m = po t (17)

en la que p; es el dipolo inducido por el campo F y estd dado por
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-

wi =aF = a[(G + Ri) + R,] (18)

siendo (6 + I_é;,) la componente del campo local 7 paralela al campo

aplicado y R s la componente paralela al dipolo molecular permanente u,.
Los valores de las componentes del momento inducido p; se obtienen usan-

do la ecuacién (8) para expresar las componentes del campo de reaccién B
en funcién de las componentes del momento molecular, resultando

petui, = e G+ — ) + o2 (b)) (19)
de donde se deduce
G
Rig = @ -———T—— = a (G + Riz) (20)
Q
(= ===)
as
Y
-
b, =S aRo (21)
ya
==

De estas tiltimas ecuaciones se concluye que las componentes del momen-
to induecido, B, Y by, SOL independientes de la orientacién la moléeula,
debido a que las componentes del campo local que las origina, también
lo son.

La cupla que el campo local F ejerce sobre el dipolo molecular m
tiene por valor

U=Fam=Fn (o + i)
= FXpo = [(6+Ei) +B)I Xpo (22)

= (@+ Bi) X po
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debido a queﬁ no ejerce cupla sobre ;;-al ser siempre paralelo al mismo.
El valor de la cupla, al usar la ee. (20), resulta

° de E
= (G + Ric) posen 6 = posend  (23)
‘ 2e+1 ya
(L= —3\
@
y para la energia de orientacion
W 3: E p .
= e o Sen
2¢e+1° -,
(1 = 2me)
a’

Introduciendo este resultado en el factor de Maxwell-Boltzman se obtiene
que la orientacién media del dipolo permanente de la molécula es

o 3¢ B
g — 2 25
<cos 0> 537 i3 = (25)
(1 = ==)
pe
por lo que el momento molecular medio resulta ser
<m> = (,u.o ¥ ,u.ie) <eos 6> + P,
2
o 1 , ) 38 .
| X 26)
Y L tel oo 1™ (26)
o a® a®
y para la constante dieléctrica segn este modelo, el valor
(e—=1) (2e+1)  4r 1 g 1
e =Ty [ +a] (@)
9¢ 3 var 3T yar »
(1 === (1 = ===)
@ a*

Todos los céleulos anteriores se han realizado imponiendo técitamente
que el campo aplicado es un campo estatico, suposicién necesaria para
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poder considerar que las moléculas estin en equilibrio con el campo lo-
cal, o sea que tuvieron el tiempo necesario para polarizarse, dependiendo
este tiempo minimo del tipo de polarizabilidad que se considere. La po-
larizabilidad de orientacién es la que més tiempo requiere, siguiéndole
la polarizabilidad de deformacién atémica y finalmente la polarizabilidad
electrénica. Estas consideraciones permiten extender todos los resultados
obtenidos al caso de campo aplicado alterno hasta frecuencias del orden
del megaciclo. Para frecuencias mucho mayores, las moléculas no tienen
tiempo de orientarse, o sea que a pesar de existir un campo aplicado, la
distribucion de los dipolos moleculares es complementar al azar, condi-
cién que en el formalismo usado se traduce en <cos > = 0. En estas
circunstancias, el momento molecular medio resulta ser

a) Debye
e i+ 2
@
<m> = p, = @ 3—E (28)
b) Onsager
e
o E
<m> = piz = a % +1 e (29)
% (1+=—=)
\ a’

en las que e €8 el valor de la constante dieléctrica extrapolado a fre-
cuencia infinita, determinable como el valor limite del arco de Cole-Co-

le [4], que garantiza que el valor de <cos 6> sea realmente nulo. En
esas condiciones, la constante dieléctrica segtin ambos modglos, toma el

valor

a) Debye
e —1 4r
(v 0]
= Na (30)
e +2 3
0
b) Onsager
(em—v-l) (2¢ '+ 1) .1
9 ® = 4;’ Nig oot s (81
€ p
i (1 = =—==)
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Despejando « en la tltima expresién, se encuentra que para altas fre-
cuencias los dos modelos conducen a un mismo resultado, es decir

= Ne (32)

Para frecuencias épticas de campo aplicado o sea cuando la constan-
te dieléctrica de la sustancia se reduce a 2, al no contribuir la polariza-
bilidad de deformacién atémica, los momentos moleculares medios resultan

a) Debye
n® + 2
<m> = e = E (33)
b) Onsager
3n? 1
<Mm> = ae — E (34)
Zn'-’ + 1 1— Yn Qe )

as

donde a. es la polaribilidad electrénica y en ese caso se obtiene econ am-
bos modelos
n®—1 47

- N
n® + 2 3 e (35)

Los resultados obtenidos para moléeulas polares pueden extenderse
al caso de moléculas no polares considerando p, = O en las expresio-
nes (16) y (17) con lo cual ambos modelos llevan al siguiente resultado

e—1 4
e 2 g (36)

expresién conocida como la relacién de Clausius-Mosotti.
Para frecuencias Opticas, se obtiene

i == 4+
= 37
n? + 2 3 ol (

conocida como la relacion de Lorentz-Lorenz.
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III. DISCUSION DE LOS RESULTADOS

A continuacién analizaremos las similitudes y diferencias de los su-
cesivos resultados de ambos modelos y que se han resumido en la Tabla I.

a) Campo local: En el modelo de Debye el campo local es siempre
paralelo al campo aplicado mientras que en el de Onsager no lo es. En
ambos modelos consta de un mismo campo de cavidad G mis un campo
de reaccion que en el caso de Onsager corresponde a la reaccion del me-
dio dieléctrico al valor instantineo del dipolo molecular total mientras
que en Debye corresponderia al valor promedio del momento molecular
total, siendo por lo tanto el valor del campo de reaccién en Debye igual
al valor promedio temporal del eampo de reaccién de Onsager. Si defi-
nimos eomo campo local efectivo a la componente del eampo local que
multiplicada por la polarizabilidad total de la molécula da el valor del
momento molecular promedio, resulta que el campo local efectivo en
Debye es

+2
G+<R>=——83—E (38)

mientras que en Onsager toma el valor

B By = L L 39
A 2:+1 va ()

Estos son los campos que en los respectivos modelos ejercen cupla so-
_bre el dipolo molecular permanente y generan ademas el momento indu-
cido en la direccién del campo aplicado. Comparando los campos locales
‘efectivos, vemos que el de Debye depende fuertemente de la constante
dieléctrica, tendiendo a infinito para ¢ - o mientras que el de Onsager,
para ese valor limite de e, tiende a

3
5 (40)
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que es siempre finito. Se concluye por lo tanto que desde el punto de
vista del campo local, el modelo de Onsager debe dar mejor acuerdo con
la experiencia para sustancias de constante dieléctrica elevada.

El tratamiento original de Onsager concluye, como se vera posterior-
mente, que el campo de reaccion R no actfia sobre m, resultando de su
interpretacién que el campo que ejerce cupla es @G en tanto que el campo
que genera el momento inducido y;; es (G + R;;). Para ¢ = o el campo
orientador G toma el valor (3/2) E.

Otra diferencia a sefialar entre ambos modelos es que en Debye el
campo local depende tnicamente de la constante dieléctrica, mientras que
en Onsager depende ademis en forma explicita, de la densidad y de la
polarizabilidad de deformacién.

Para altas frecuencias, los campos efectivos de Debye y de Onsager
se reducen al mismo valor, expresado por

e +2

@

3 E | (41)

\

a pesar @é que en cualquier instante, los campos locales de Debye y de
Onsager son diferentes, manteniéndose constante el de Debye y _variando
en magnitud y direccién el de Onsager. Este tltimo consta de una com-
ponente igual al campo de Debye méis otra componente de promedio
temporal nulo. ; : e '

En el caso de moléculas no polares, el valor del campo local que
resulta en ambos modelos, es

b) Momento molecular: En el modelo de Debye Gnicamente el mo-
mento dipolar en vacio y, se orienta, mientras que en el de Onsager se
orienta ademis una ecomponente del momento inducido. En consecuencia,
el dipolo orientable en Onsager es mayor que en Debye y no es una cons-
tante de la molécula por depender de la densidad y de la constante die-
léctrica, como puede verse de la expresion

x: (42)
RO o
(1~

'U'o‘ +# i A:
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que se obtiene usando la ec. (21). El momento inducido en la direccién
del campo E, es en el caso de Debye, el momento inducido total que
tiene por valor

e+ 2
e S
po=a—g

siendo mayor que la componente del momento inducido, paralela al campo
aplicado del modelo de Onsager y dada por

- 3e E »
e v 2+ 1 ya S

Es asi que el momento inducido de Deybe tiende a infinito para e —> o,
mientras que el correspondiente al modelo de Onsager depende débil-
mente de e.

¢) Cupla: En ambos modelos la cupla es ejercida sobre el dipolo
molecular permanente ,, siendo diferente el campo que orienta en cada
caso. En Debye es el campo local total mientras que en Onsager es el
campo efectivo, o sea el campo de cavidad més el campo de reaccién a la
componente del momento inducido a lo largo del campo aplicado. La
cupla es, por lo tanto, siempre mayor en Debye que en Onsager, tanto
mas, cuanto mayor sea la constante dieléctrica de la sustancia.

Segtin el tratamiento original de Onsager, la cupla se obtiene de la
siguiente manera

M =Frm=(G+ R) Xm

e —_

=Grm = GnA (p, + P‘ie+"'i:)
=G X (n, +u,) (45)
y por lo tanto
M=¢ { sen 6 (46)
Ta
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o sea que se considera que el campo de reaccién no ejerce cupla alguna
y que ésta es ejercida sélo por el campo de cavidad G actuando sobre un
dipolo mayor que g,. Comparando las expresiones (23) y (46) vemos
que si bien, el valor analitico de las mismas es idéntico, sus interpreta-
ciones son diferentes. Asi el tratamiento de Onsager permite que el cam-
po local F ejerza cupla sobre una componente del dipolo inducido que
é] mismo genera, y no permite definir un campo local efectivo tal que
multiplicado por la polarizabilidad total, de el valor del momento mole-
‘cular medio.

d) Polarizabilidad total: En ambos modelos la polarizabilidad total
es expresable como suma de dos términos: polarizabilidad de orienta-
cién a,, méas polarizabilidad de deformacién «. En Debye, la polarizabili-
dad a, es independiente de a, dependiendo sblo de la temperatura T' y
del momento dipolar permanente po,, mientras que en Onsager depende
ademés, de la densidad, de la constante dieléctrica y de la polarizabilidad
de deformacién «. En el tratamiento original de Onsager no es posible
definir una polarizabilidad total, puesto que los dos procesos de polari-
zacién estdn sujetos a campos diferentes.

e) Constante dieléctrica: La expresion correspondiente a Debye pre-
senta una discontinuidad del tipo infinito, para la constante dieléctrica,
a la temperatura

T =

(47)
3k (

gy
T

denominada temperatura critica. Unicamente para temperaturas mayores
que la eritica, la sustancia se comporta como un dieléetrico normal. Esta
discontinuidad no ha sido observada experimentalmente, lo que represen-
ta un argumento fuerte para la no aplicabilidad del tratamiento de Deb-
ye a sustancias polares, sobre todo a aquellas de momento dipolar elevado.

La expresién correspondiente a Onsager presentaria una disconti-
nuidad del tipo sefialado sélo para T = 0°K. La férmula de Onsager
es aplicable a sustancias polares aunque lleva a valores menores de ¢ que
los determinados experimentalmente siendo la discrepancia tanto mayor
cuanto mayor sea el momento dipolar. En el tratamiento original, la po-
larizabilidad de deformacién estd definida en términos de un indice de
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refraccién ‘‘interno #’’’ que, usualmente se sustituye por el indice: de re-
fraccién 6ptico m. Sin embargo, los resultados mejoran sensiblements: al
definir la polarizabilidad en términos de ¢ _ [7], tal como se hizo en este

trabajo.

Para frecuencias 6pticas, o bien para sustancias no polares; ambos
modelos conducen a una misma expresién para la constante dieléctriea
que estd en buen acuerdo con la experiencia. :
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