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Introduccién

Una de las mas importantes tareas en un observatorio sismoldgico es la localizacién de fuentes
sismicas. Esto implica determinar tanto las coordenadas del hipocentro como el tiempo origen.
En general, la determinacién de la ubicacion del sismo requiere la identificacion de fases
sismicas y la medicion de sus tiempos de arribo, asi como el conocimiento de la velocidad de
propagacion de las ondas entre el hipocentro y la estacion sismologica. Conocida la ubicacion
de la fuente sismica, uno puede calcular el tiempo de viaje de cualquier fase en particular hacia
cualquier estacién sismica en un arbitrario y complejo modelo de velocidades. Este tipo de
problema es conocido como DIRECTO. Los tiempos de arribo son calculados sobre la base de
un modelo parametrizado.

Lo opuesto a este método, es decir, localizar el hipocentro, es considerado como el problema
INVERSO, donde solo conocemos los tiempos de arribo de las distintas fases para resolver la
ubicacién del sismo y su tiempo origen.

En esta seccion introduciremos el concepto de INVERSA GENERALIZADA, quizas la mas
critica y moderna herramienta para interpretar sismogramas y encarar otros problemas
geofisicos.

Localizacién con una sola estacion

Por lo general se requieren varias estaciones para localizar un sismo con precision. Pero
también es posible con una sola estacién para obtener una ubicacién aproximada. Este método
requiere de una estacion que registre el movimiento del suelo en sus tres componentes.

Puesto que las ondas P son polarizadas vertical y radialmente, el vector P puede ser utilizado
para inferir el azimut hacia el epicentro. La figura 1 muestra la naturaleza de esta polarizacion.

Si el movimiento vertical de la P es hacia arriba, la componente radial apunta en direccion
opuesta al epicentro. Si es hacia abajo, apunta hacia el epicentro. Excepto cuando el epicentro
esta en el azimut opuesto, tal que el movimiento horizontal de la onda P esté naturalmente
rotado sobre una componente, los dos sensores horizontales registraran la componente radial
de la onda P. La relacion de amplitudes entre las dos componentes horizontales puede ser
usada entonces para encontrar la proyeccion de la onda P a lo largo del azimut hacia la fuente
sismica.
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Figura 1: Procedimiento para determinar el azimut a la fuente sismica usando los tres vectores componentes del movimiento del
suelo, partiendo del hecho que la onda P esta polarizada en el plano vertical y radial.
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La distancia a dicha fuente puede ser determinada a partir de la diferencia de tiempo de arribo
entre las fases P y S. Si el terremoto es local, entonces la distancia puede obtenerse de la
siguiente relacion:

D= Vp(Ts—Tp)/(¥V3=1) 6 D=1,37xATxVp 1)

Esta ecuacion supone para la Tierra un coeficiente de Poisson de 0,25, idéntico al del acero.
Para la mayoria de los sismos de Corteza, la regla es D = 8 x AT. A distancias mayores se
utilizan las tablas Tiempo-Distancia.

Conociendo la distancia se puede estimar el tiempo de viaje de la onda y por lo tanto el tiempo
de origen del sismo. Comparando las diferencias de tiempo entre varios juegos de fases con
los tiempos de una curva de Tiempo-Distancia, se puede mejorar la estimacion de la distancia.

Si hay fases profundas claras, hasta se puede estimar la profundidad del Foco desde una sola
estacidn. Este procedimiento no es preciso para distancias mayores a los 20°, porque el arribo
de las ondas P vertical y sus componentes horizontales son muy pequefias para dar un azimut
confiable.

Localizacién con varias estaciones

La localizacion puede ser bastante precisa cuando se dispone de los tiempos de arribo de P y
S de varias estaciones. Si el evento es local, el tiempo origen puede determinarse con el
Diagrama de Wadati . Esta técnica consiste en graficar puntos cuyas abscisas sean los
tiempos de arribo de las ondas P a cada estacion, y en las ordenadas las diferencias de tiempo
entre las fases S y P. Puesto que la diferencia AT tiende a cero en el hipocentro, la
interseccion de la linea recta ajustada con el eje de las abscisas dara el tiempo origen.

AT T,

»
»

To I,

Figura 2: Ejemplo del Diagrama de Wadati para determinar el Tiempo Origen de un sismo.

La pendiente de la recta es m = (Vp/Vs — 1) que puede ser relacionada con el coeficiente de
Poisson como sigue:

Vp 1-0) 1-n/2
= con o= —— y n=(m+1)? (2)
Vs (*2- 0) 1-n

Ing. Luis Estrada — Ing. Rodolfo Golbach - 2011 3



Geofisica — FACET — UNT — Localizacion de Epicesntro

Una vez estimado el tiempo origen To, la distancia D; a una estacion i puede calcularse
restando este tiempo del tiempo de arribo de la onda P y multiplicAndolo por la velocidad Vp, es
decir,

D= (Te—To) Ve (3)

El epicentro debe estar en una semiesfera de radio D; con centro en la estacion i, lo que visto
en un mapa corresponde a un circulo con ese radio. Construyendo estos circulos en cada
estacién, los mismos deberian interceptarse en un solo punto que serian las coordenadas del
epicentro. La profundidad focal d puede determinarse por la raiz cuadrada de la diferencia
entre los cuadrados de las distancias de propagacion D y al epicentro A, es decir,

d= (D2 ) A2)1/2
En la practica el error siempre esté presente, tanto en los datos como en la suposicién de que
el camino del rayo es rectilineo y que la velocidad de propagacién es conocida, de modo que la
dispersidn en la interseccién siempre ocurre.
Este método para determinar hipocentros se conoce como Método de los Circulos . En
nuestro ejemplo hemos supuesto un semiespacio homogéneo, con todo, el método trabajara
para una estructura de velocidades inhomogeneas y capas planas.

Corte Planta

Estacion 2 Superficie

Estacion 2

D

Hipocentro
Radio = (-E)'To).Vp

Figura 3: Triangulacién del epicentro por el Método de los Circulos.

Entonces podemos extender el método a una tierra esférica, pero consideraremos una ligera
variacion que nos ayudara conceptualmente para el problema inverso.

Consideremos varias estaciones sismicas distribuidas globalmente y que queremos determinar
cuatro incognitas: Las tres coordenadas del hipocentro y el tiempo origen. Podemos adivinar
una solucién y calcular el tiempo de arribo de la onda P. Si comparamos estas predicciones
con los tiempos reales observados, podremos determinar el error cometido en nuestra
suposicion. Entonces podemos corregir este valor y repetir el proceso tantas veces como sea
necesario para obtener diferencias aceptables entre los tiempos calculados y los observados.
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Figura 4: Ajuste de los epicentros estimados graficando la diferencia entre los tiempos estimados y observados y las
correspondientes distancias epicentrales. La forma senoidal es debida a los errores sistematicos.
En la Figura 4 se muestran 10 estaciones sismicas distribuidas alrededor de un presunto

epicentro E. El epicentro verdadero E, estd al noroeste de aquel. Los tiempos de arribo
estimados para las estaciones al Noroeste del epicentro seran mayores que los observados, y
menores para las ubicadas al Sudeste. Los correspondientes a las estaciones ubicadas al
Noreste y Sudoeste no seran afectados grandemente por su particular ubicacion.

Entonces podremos utilizar estas relaciones para estimar una correccién al presunto epicentro,
siguiendo los siguientes pasos:

1-

Determine el tiempo inferido t; y la distancia D; para cada estacion desde el presunto
epicentro.

Determine la distancia D; a cada estacion tomando la diferencia entre el tiempo P
observado y el presunto tiempo origen t;, convirtiendo esta diferencia de tiempo en
distancia utilizando la tabla de tiempo-distancia.

Lleve a una grafica la diferencia (D; - D;) contra el acimut calculado desde el presunto
epicentro a cada estacion. Si este es de 90 grados, entonces la diferencia ser& cero. De lo
contrario, la variacion de esta diferencia respecto al acimut sera sinusoidal, con el maximo
y minimo alineados a lo largo del vector que apunta del presunto al verdadero epicentro.

Cambie el tiempo origen en una cantidad igual al valor medio de las diferencias (t; - ti) y
cambie la ubicacion del epicentro presunto por la amplitud de la variacién de la curva
senoidal, con la direccién de cambio a lo largo del acimut del maximo de la curva.

Una vez que se encuentra un nuevo epicentro, este puede ser utilizado para comenzar
nuevamente la aproximacion repitiendo los cinco pasos. Por lo general con una sola
iteracién ya se encuentra el verdadero epicentro dentro de los 100 km.

Es decir que con los datos X ;,y;, Ty Y Xo,Yo €stimados podemos calcular

Di=[(xi-Xo)+(Yi-Yo)’]“ (distancia presunta) y t;=Dj/v, (tiempo de viaje inferido).

con estos valores podemos calcular el tiempo origen presumible t; = Dilv,, - t;
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Luego se obtiene una nueva distancia presunta a cada estacion entrando a una Tabla de
Tiempo-Distancia con la diferencia Ty, - t; que nos dara un D;.

Este procedimiento descripto es una serie de ejercicios de modelaje que generan datos que
pueden ser comparados con las observaciones. Cuando encontramos el modelo que mas se
aproxima a las observaciones, declaramos que el modelo describe suficientemente la
ubicacién del epicentro. Matematicamente podemos pensar esto como una serie de
ecuaciones:

ti presunto = f()TIl V) = ti observado (4)

donde x; es la ubicacion del epicentro, v es la velocidad de la estructura y f una nueva funcion
que calcula el tiempo de arribo t; presunto » dados X; y v.

Si tenemos n estaciones en las cuales hemos medido los tiempos de arribo, podemos imaginar
al tj opservado COMO la igsima COMpoONente de un vector d que a su vez tiene n componentes, tal
que d= (tl, t, ..., tn)

La variable x; da los parametros del modelo, y podemos considerar también un vector m que
tiene m componentes (en general m=4, tres espaciales y una temporal), es decir m =
m(x,y,z,t) . Entonces podemos reescribir la ecuacion (4) en la forma

F(m) = d (5)

F es definido como un operador que utiliza los elementos del vector modelo para dar el vector
datos. Si F es una serie de ecuaciones lineales (que no es el caso para el problema de
localizacién), entonces F es una matriz llamada de Kernel .

El problema inverso

Si pudiéramos reacomodar los términos en la ecuacién (5) de un modo tal que dividiendo d por
alglin operador F* obtuviéramos directamente m, estariamos resolviendo un problema inverso.
Para entender como se resuelve este problema inverso, utilizaremos como ejemplo la
localizacion de epicentros en un medio homogéneo de velocidad v. Los medios homogéneos
nos dan un camino de rayos rectos. Las coordenadas cartesianas del hipocentro verdadero y
de la i-ésimas estacion sismica son (x,y,z) Yy (Xi,yi,zi), respectivamente. Sean t y t; el tiempo
origen del terremoto y el de arribo a la i-ésima estacion respectivamente. Entonces

[ (Xi - X)2+(yi _ Y)2+(Zi _ 2)2 ]1/2
hebT ©)
\Y

Es obvio que t; es un elemento del vector de datos d, y x,y,z y t los elementos del vector m
gue queremos determinar. ldealmente, hay una Unica combinacién de los pardmetros del
hipocentro que se ajusta a los tiempos observados. Los elementos de d; estan relacionados al
vector modelo por el miembro de la derecha de la ecuacion (6), que escribimos como:

F(x,y,z,t) =d (7)
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Cdémo podemos encontrar m? La ecuacion para d no es lineal, lo que nos lleva a utilizar la
solucion por minimos cuadrados. El procedimiento es linealizar el problema e iterativamente
mejorar m. El primer paso es estimar una solucién m®, para la cual el tiempo predecido, d°
(d=d(t)), pueda ser calculado e investigar el comportamiento de d°en las proximidades de m°
tal como en la Ultima seccién. Aproximamos los cambios en m° con el desarrollo en Serie de
Taylor.

m;' = m;’+ &m,’ 8

donde 6mj° es un incremento de los j-ésimos parametros del modelo hacia un mejor ajuste de
los datos. Para nuestro ejemplo, esto significa adivinar una soluciéon (Xo,Yo0,Zo,to) ¥ luego
determinar los incrementos dXo= (X1-Xo), OYo= (Y1-Yo), 0Zo= (Z1-Zo) Y Oto= (t1-tp). Los subindices
corresponden al nimero de iteraciones. Expandiendo la (8) en series de Taylor alrededor de
m° + dm°, pueden encontrarse los correspondientes incrementos en el vector de datos
predecido:

Recordemos que siy = F(x) entonces F'(x) = F(x+dx) - F(x ¢) 0 F'(X) = F(X) - F(X o).

En nuestro caso F'(x,y,z,t) = F(x,y,z,t) - F(X 0,Y0,Z0,t0) 0 F'(X,y,z,t) =d - F(X 0,Y0,Z0,t0).
es decir:

(0F/6X0)5Xo + (6F/6y0)6yo + (6F/620)5Zo + (6F/6t0)6to =d;- FiO(XO, Yo, Zo, to) (9)

Analizando la ecuacion (9), vemos que la diferencia entre los tiempos de viaje predecido y
observado (miembro de la derecha), est4 ahora relacionada linealmente a los cambios que
necesitamos en las coordenadas del hipocentro, y asi podremos modelar mejor los datos
aproximados. Usando la serie de Taylor truncada en el primer término tendremos la
linealizacion, pero esto excluye las perturbaciones de la rapida convergencia hacia el m
verdadero. Las derivadas son evaluadas en la solucién predecida, m,—o. Sustituyendo la (7) en la
(9) tendremos:

F(x,y,z,t)=d = OF =d&d = (9d/om)dm = OF/dm = dd/om
ad;
odi=—— am; (20)
am,-
Y definiendo dd;/ dm; como una matriz G de derivadas parciales,
Gi; = (11
amj

Podemos escribir un sistema de ecuaciones que mapee los cambios en los parametros del
modelo sobre las mejoras en el ajuste de los datos:

Ad = G.Am (12)

Esta es la notacion estandar, asi que eliminamos la Ay escribimos d = G.m.
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Debe aclararse que esta formula también se cumple para un problema puramente lineal, y no
solo para nuestra version linealizada. De aqui en adelante, los vectores datos y modelo son
entendidos como vectores de cambios en el modelo y en los datos espaciales.

Regresando a la ecuacion (9), tenemos un sistema de ecuaciones con cuatro incognitas X,
dyo, 82y y Oto, con coeficientes que son derivadas como la (dFi/dm;)(dm/ax), las que evaluadas
a m° son constantes. El miembro de la derecha son los datos de origen y los aproximados o
predecidos.

(9Fi/om;)(@m/0ax)dxo + (AFi/dm;)(0m/ay)dy, + (dFi/om;)(dm/0z)dz, + (OFi/dm;)(dm/at)dt, =

=d; - FiO(Xo, Yo, Zo, tO)

Si hay cuatro tiempos de arribo observados, tendremos cuatro ecuaciones y podremos resolver
el sistema por eliminacion gaussiana, dando, ya sea, ninguna solucién o un resultado exacto
para dm;". Cualquier error en los datos llevara a una solucién incorrecta o a ecuaciones
inconsistentes. Una vez que &%, &y, 6z y &t son calculados, podemos “corregir” los parametros
aproximados de la fuente:

X1= Xo+6X0, Yi= y0+5yo, Z1= Zo+620 Yy t= t0+5t0. (13)

Estos nuevos pardmetros aproximados (X1, Y1, Z1, t1) son se utilizan para repetir el proceso y
obtener unos pardmetros (X», Y2, Z2, to) Mas precisos, y asi sucesivamente iterando hasta que
Ad sea aceptablemente pequefio. Este proceso es conocido como el Método de Geiger .
Desafortunadamente la convergencia depende fuertemente de la precision de los parametros
iniciales, y hasta a veces no hay garantia de que se logre la convergencia.

Problema Inverso Generalizado.

En la seccion anterior hemos desarrollado un sistema de ecuaciones simultdneas que
relaciona los cambios de los parametros, para mejorarlos con un ajuste de los datos. La
ecuacion d = Gm (12) es valida para resolver cualquier problema sismologico en el cual
tengamos un juego de mediciones que depende a su vez de un juego de pardmetros del
modelo. Una importante rama de las Matematicas que ha sido desarrollada para estudiar la
soluciéon de tales sistemas, es conocida como la Teoria Inversa. Los detalles de la inversion
estan méas alld del alcance de este texto, pero sin embargo desarrollaremos algunas
formulaciones basicas que son importantes para los uUltimos capitulos. Por mas detalles sobre
esta teoria aplicada a la Geofisica, consultar Menke (1989) y Tarantolla (1987).

La ecuaciéon 12 relaciona el vector datos de dimension n (nimero de observaciones) con el
vector modelo de dimensibn m (parametros del modelo). En general, la mayoria de los
problemas de localizacién de terremotos son sobredeterminados: hay mas observaciones que
namero de incégnitas (n>m). Para las inversiones en la estructura de la Tierra, las funciones
continuas de las propiedades del material, son aproximadas por un modelo finito simplificado a
fin de asegurar que n>m. Para n>m la matriz G no es cuadrada (hay mas filas que columnas),
lo que consideraremos mas tarde. Si G fuera cuadrada, n=m ecuaciones e incégnitas,
podriamos simplificar ambos miembros de la ecuacién multiplicdndolos por G*, la inversa de
G, suponiendo que existe.
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Por definicion, G'G = [, donde | es la matriz identidad. De este modo tendremos un nuevo
sistema de ecuaciones:

G'd=m (14)

Entonces podriamos resolver m directamente. Esta es una ecuacién simple y facil de resolver.
Desafortunadamente, nunca tenemos este caso en Sismologia. Estamos tratando con datos
que tiene errores, tal como aquellos asociados a las lecturas de los tiempos de arribo.
Similarmente, la ecuaciéon 14 supone que podemos predecir perfectamente los datos. En el
caso de los tiempos de viaje, esto significa que debemos conocer muy bien las velocidades de
la estructura entre la fuente y los receptores. En efecto, esto no es asi, y por lo tanto estamos
tratando con ecuaciones inconsistentes, lo que hace imposible el uso de la ecuaciéon 14. A
pesar de estos problemas, no todo esta perdido, porque si medimos muchos datos, podemos
encontrar una solucidon sobredeterminada, que es el modelo que mejor se ajusta a un
“promedio” de los datos.

Antes de discutir esta solucién, regresemos a la ecuacion 12, donde G es una matriz cuadrada
de nxn (n=m) y desarrollemos algunas definiciones. En esta ecuacién podemos pensar que G
es un operador que mapea los pardmetros del modelo en los vectores de los datos predecidos.
En otras palabras, G transforma un vector de n dimensiones en otro de iguales dimensiones.
Esto es analogo para un sistema de transformacién de coordenadas con vectores de posicion.
Por lo tanto podemos extender la analogia para introducir el concepto de los auto-valores o
valores propios.

El problema de los auto-valores puede ser definido por la transformacién del vector modelo en
un vector paralelo. Consiste en encontrar los valores de un parametro escalar A para el cual
existan vectores d#0 que satisfagan la ecuacién

G.d=Ad (15)

Fisicamente, esto significa que queremos encontrar un conjunto de vectores de datos que,
cuando operamos con G, obtengamos vectores que sefialen en la misma direccién con una
longitud escalada por la constanteA. Podemos entonces definir la siguiente ecuacion
homogénea:

[G - Al.d =0, (16)

donde 0, es un vector de ceros de nxl. Este sistema de ecuaciones homogéneas tiene una
solucion no trivial si, y solo si, el determinante del sistema es igual a cero:

gu-A O J12
J21 O22-A ... J12

[G-Al] = = f(A) = 0 a7
gnl gnz gnn')\
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El valor del determinante viene dado por una funcion polindbmica de orden n en A, llamada
polinomio caracteristico

f(A) = A"+ A" +a A+ L +3,=0 (18)

Las raices A de esta ecuacion son llamadas auto valores de G. Entonces hay n auto valores o
raices (A1, Az,...,An), cada una de las cuales puede ser usada para encontrar una solucion del
sistema homogéneo de ecuaciones.

El polinomio f(A) puede escribirse en términos de sus factores, usando sus propias raices, esto
es, f(A) = (A1- A)(Az- A),...,(An- A). Comparandola con la ecuacion 18, podemos escribir las
conocidas relaciones entre las raices y los coeficientes:

Adp-1 lZ Ai = A1+ A2+ An dp = A1A2A3...An

dno = Z)\i)\j: Ao+ o FNAL F A AL L+ A,

j>i
n

anr = Z AN = AiAjA¢ cada termino es producto de r de los A,

k>...>j>1

Por cada A existen auto vectores unitarios u, es decir:

A=\ ur = [udh, ugh..., up']
A=\, Uz = [us®, ug’..., un’] (19)
A:An un_ [u11UZl -un]

La solucién u representa n distintos vectores llamados los auto valores de G. Los auto-valores
y auto vectores son usados entonces para definir dos nuevas matrices:

)\1 0 0 Ull U12 Uln

0 )\2 0 Ugl U22 Uzn
A=l o . ] o U = 1)

0 o An Un' Uy Uy

A es una matriz diagonal de los auto-valores de G, y U es una matriz de nxn con los auto
vectores de G en las columnas. Los auto-vectores definen un nuevo sistema de coordenadas,
igualmente validas para describir la solucion de nuestro sistema de ecuaciones originales. La
ventaja del nuevo sistema de coordenadas es principalmente la simplicidad computacional para
determinar la inversa generalizada, pero puede visualizarse algin aspecto fisico también al
considerar el rol de G. Como establecimos antes, G transforma, o une, los pardmetros del
modelo (0 modelo espacial) a los datos predecidos (o datos espaciales). Un cambio de los
parametros del modelo afectard a ciertos elementos de los datos espaciales. Por ejemplo, en
el problema de la localizacion de un terremoto, un cambio en la profundidad afectara los
tiempos de viaje a todas las estaciones de observacion.
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En el sistema de coordenadas de los auto-vectores, los pardmetros del modelo original son
mapeados en un nuevo modelo espacial; igualmente para los datos espaciales. En este
sistema de coordenadas, un cambio en un parametro del modelo solo afectara a un elemento
del vector de los datos. Esta relacion biunivoca es muy valiosa para entender que la
combinacion de los parametros del modelo es bien resuelta.

En la ecuacion 18 suponemos que el polinomio caracteristico tiene n raices. En general, las
raices pueden ser complejas, pero para el tipo de problema que intentamos resolver en
sismologia, todas las raices son reales. Sin embargo, no hay garantia que las raices sean cero
o repetidas, problema que debe ser encarado. Si un valor propio es cero, esto implica que no
existe un eje coordenado en el espacio transformado, y solo pueden resolverse n-1 pardmetros
del modelo. Si un valor propio esta repetido, nos referimos a ellos como degenerados. En este
caso, los auto valores no corresponden a un Unico auto vector, sino en cambio a un plano
definido por dos auto vectores. En este caso, la unicidad de los auto-vectores se desvanece;
cualquiera de los dos vectores en el plano describira un nuevo modelo espacial.

Una aplicacion de los auto-vectores es encontrar el sistema de coordenadas principal. Esto
representa la diagonalizacién de G en nuestro ejemplo. De la ecuacion 15 podemos escribir:

GU=UA (22)
Multiplicando por la inversa de U nos da:

ULG.U=A (23)
Siendo A la matriz diagonal de la (20). Como un ejemplo, considere el caso donde G es un
tensor de esfuerzos. Entonces los auto valores son la magnitud de los principales esfuerzos, y
los auto vectores dan la orientacion de los ejes coordenados para el sistema principal de

esfuerzos.

Podemos usar el anélisis de los auto-valores para encontrar G™*. Comenzamos con un andlisis
similar de los auto-valores sobre G' para definir una matriz V de auto-vectores. Los auto
valores de G' son los mismos de G (el valor de un determinante no cambia cuando se
intercambian filas por columnas). Entonces.

G'.V=V.A (24)

Tomando la transpuesta en ambos miembros y multiplicandolos por U tendremos:

VIG=A.V' (25)
Multiplicando ambos lados por U
VI.G.U=A.V'.U (26)
Ahora podemos utilizar la 22 para escribir la 26 como: V'.U.A=A.V'.U (27)

Esta es una ecuacion importante y es la base de la técnica llamada descomposicion de
valores singulares . La 27 sera cierta solo cuando V'.U = I. Esto implica que V' y U sean
ortogonales. Usando nuestra analogia de transformacion de coordenadas, esta ortogonalidad
significa que los ejes coordenados (auto-vectores) son ortogonales. Recordemos que
definimos la matriz inversa como U*.U = I, lo que lleva a varias relaciones entre los auto-
vectores de Gy G':
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Viu=1; u=H*; v=nH*';, U =Vv' y utu=Vv'.v (28)
Si sustituimos V' = U™ en la 25 y multiplicamos por U, obtenemos lo que se conoce como la
descomposicion del valor singular de G:
G=U. AV =U.AU*'=U.AU" (29)

Podemos escribir una ecuacién similar para G™:

G'=U. A"V (30)
Donde A viene dado por:
/A 0 0 0
0 1/A; 0 0
A* = 0 0 1/ 0 (31)
0 0 0 1/,

Estas manipulaciones son un modo bastante complejo de invertir una matriz cuadrada, aunque
sirven para visualizar la estructura de los autovalores y auto vectores de un problema. Sin
embargo, en la mayoria de los problemas en geofisica, estamos involucrados con muchos méas
datos que parametros del modelo. Si los datos sismicos de nuestro modelo de predecir
observaciones fueran perfectos, entonces un problema sobredeterminado seria redundante .
Para un juego de ecuaciones redundantes, algunos auto valores seran cero. En este caso G*
no existe, pero podriamos eliminar la redundancia y con todo, encontrar una solucién completa.
Si los datos y el modelo contienen ruido y errores, la redundancia perfecta no existe, y el
problema inverso puede ser formulado como un problema sobre-determinado. En este caso, G
no es una matriz cuadrada y no podemos usar la (14) ni la (31) directamente, asi que debemos
manipular mas nuestra formulacion béasica del problema (12).

Un ejemplo de un problema sobredeterminado es la desconocida ubicacién de un terremoto
con mas de cuatro tiempos de arribo. Ninguna ubicacion predecird4 perfectamente todos los
tiempos de arribo, asi que debemos buscar la ubicacion que proveera la mejor prediccion. El
mejor ajuste es generalmente definido como el modelo que tiene la mas pequefia residual o
diferencia entre datos observados y estimados. De la ecuacién (12) podemos escribir una
ecuacion que mide el error del modelo:

E=[d-G.m] (32)

Si el modelo ajusta exactamente a todos los datos, E seria un vector de n elementos iguales a
cero. Como este no es generalmente el caso, el problema inverso busca un modelo que
minimice E. La forma mas comun de hacer esto es escribiendo una ecuacién para los errores
al cuadrado.

Ez:zigldi 'Zj(;\j]ij.mj )2 (33)

y forzamos a que E* sea minimo. Para ello tomamos las derivadas de E con respecto a los
parametros del modelo y luego igualamos a cero:
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aE’ J0E n m
— = 2E—— = -ZZ(di-ZGij.mj). Gy =0 (34)
d my d my i=1 =1

Reagrupando términos quedara,

n n m

2diGk = X (X Gj.m;) Gy (35)
i=1 i=1 j=1

Que puede ser escrita en notacién matricial como:
G'.d = G'G.m (36)

Esta es una forma muy util llamada ecuaciones normales . G'G es ahora una matriz
cuadrada, de modo que tiene una inversa (mientras esta no sea singular!). Mas adn, G'G es
simétrica, lo que significa que sus auto valores son reales y positivos. Por lo tanto podemos
escribir una ecuacion de la forma:

m=[G'G]". G'.d (37)

donde [G'G]*.G'= G es llamada la inversa generalizada de G . Estrictamente hablando,
esta es llamada la inversa de minimos cuadrados ; si G'G es no singular, entonces es la
inversa generalizada. La ecuacion 37 provee la mejor solucidon para m en minimos cuadrados
(el error cuadratico es minimizado). Esta ecuacién, y sus modificaciones, es una de las mas
importantes ecuaciones en geofisica para los problemas lineales y no lineales. En general, en
la mayoria de los casos son no lineales. Entonces m servira solamente como una correccion al
modelo inicial, y debemos repetir el proceso inverso con G actualizado para el nuevo modelo.

Podemos resolver la ecuacion 37 por el método de descomposicion del valor singular. La
matriz G tiene dimensiones nxm, de modo que G'G es de dimensién mxm y GG' es de
dimensién nxn. Puesto que estas matrices son cuadradas, podemos usar la ecuacion 29 para
resolver la inversa de G'G, en términos de las matrices V y U de auto vectores para G'G en
(G'G)'= GG' respectivamente. De la ecuacién 29 podemos escribir:

G'G = [VAnpV'] (38)

Donde V es de mxm, y la matriz de los autovalores A, también es mxm. Estos autovalores
son justamente los valores cuadrados de los autovalores de G que los identificamos con el
subindice (2). Este corresponde a la descomposicién de los valores singulares de G'G. Existe
un valor singular para cada parametro del modelo, aunque no hay garantia que estos sean
distintos de cero. La matriz V contiene los auto vectores asociados con estos valores
singulares, y por eso decimos que expande el espacio del modelo”. Del mismo modo podemos
escribir la descomposicién de GG':

GG' = [UA,UT] (39)
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Donde U es ahora una matriz de auto vectores nxn, que expanden el espacio de los datos”.
Note que GG' tiene dimensién nxn con n>m, pero solamente hasta los m auto valores distintos
de cero, y son los mismos de la ecuacion 38. Las restantes n-m filas y columnas de A, son
cero, aunque los correspondientes auto vectores necesiten ser distintos de cero.

En la ecuacién 37 necesitamos [GG'] ™. Nuestra formulacién de auto valores nos permite llevar
a cabo la inversa necesariamente:

[GGTT" = [V [An@] V" (40)

La inversa de V' es justamente V, y similarmente, V' es V'. Entonces, podemos reescribir la
ecuacion 40 como:

[G'G]" = V[Ane] V' (41)

Ahora podemos usar la ecuacion 41 para escribir la inversa generalizada, [GTG]'l.GT = G*Y.
Primero consideremos G'. Mientras esta sea una matriz no cuadrada de dimensiones mxn,
podemos descomponerla usando la ecuacién 29, si consideramos solo hasta los m auto
vectores en la matriz A,,. Esto nos permite utilizar la ecuacion 29 como:

G = UA,V' (42)
G’ = VALU' (43)
Combinando la ecuacién 41 con la 43, y reconociendo que las matrices de los auto-vectores
son las mismas para G'G y G', tenemos:
G=[G'G]'G" = V[Anp]'V' [VANUT] (44)
G? = V[Anp] AnUT (45)

Recordando que los auto valores en Anp son simplemente los cuadrados de los de A,
encontramos que:

G?=[G'G]'G" = VA, 'U" (46)

Donde la matriz de los auto vectores es de la forma de la ecuacion 31. Los cuadrados de los
auto valores de la ecuacién 46 son llamados valores singulares (la mayoria de los algoritmos
ajustan los célculos de la inversa de G'G, y estos son arreglados de modo que A;2A;2....A,20.

Errores, Datos redundantes y Resolucion.

En la discusion previa hemos supuesto que todos los datos son independientes y que cada
parametro del modelo afect6 a todos los datos. Para el problema de la localizacion de un
terremoto, esta suposicion es vélida, pero no para muchos otros problemas inversos de la
geofisica. En estos casos, G'G sera singular, con al menos un valor propio igual a cero, y la
ecuacion 46 se modifica ligeramente. Las matrices V, A y U son redefinidas como sistemas de
p auto valores no nulos:
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AL 0 0 0
0 A2 0 0
0o 0 0 . A

V, es la matriz de los auto-valores asociados con los auto valores no nulos de GTG, mientras
U, es la matriz de los auto-valores asociados con los auto valores no nulos de GG'.G'G y GG'
tienen los mismos p auto-valores no nulos, de modo que es posible escribir:

Gp_l = Vp/\p_lupT (48)

donde G,™ es ahora la inversa generalizada y G = UAV' = V,A,U,". La restriccion es para una
limitada porcion del modelo espacial expandido por los auto vectores V,, significa que hay una
parte no Unica del modelo que no puede ser detectada por la inversion, mientras la limitacion
para la parte de los datos espaciales expandidos por los auto vectores U,, significa que hay
aspectos de los datos que no pueden ser ajustados por el modelo. El problema puede ser
resuelto, pero se debe estar al tanto de las limitaciones de la solucién.

El ecuacién 48 es una herramienta muy general para resolver el problema inverso, pero
necesitamos volver un paso atras y evaluar el significado de la inversa. En particular,
deberiamos preguntarnos, “¢Es Unica la solucién, cuan bien podemos determinar cada uno de

los pardmetros del modelo? Y ¢Cuan importantes son las observaciones individuales para
nuestra solucién?”. Podemos escribir el modelo obtenido de la ecuacion 48 como:

m,=G,"d (49)

Recordemos que d = Gm y m es el modelo espacial completo. Luego m, se relaciona con m
por

m, = G, Gm = VoAU UA Y, ' m =V, V,'m (50)

A la matriz R =V, V,' se la llama Matriz Resolucién . Las columnas de esta matriz indican la
calidad del modelo verdadero en los varios parametros del modelo inversion. Idealmente,
podriamos obtener una diagonal de la matriz resolucion, recuperando el modelo completo. El
célculo de la matriz resolucion es esencial para evaluar el resultado de la inversion.

Agregamos dos definiciones méas. La matriz densidad de informacion  es dada por:

D=U,U," (51)
Y la matriz covarianza que es dada por

c = VA2V, (52)
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Donde los elementos de A,” son (1/A,%, 1/A,’,...., 1/A,%). Las ecuaciones 50, 51 y 52 estén
todas relacionadas y pueden darnos una vista fisica interior de la soluciéon de inversion. El
rango de la matriz G,, se define como p, o el nUmero no nulo de valores singulares. Pequefios
valores singulares causan una mayor varianza en la solucion (ver ecuacion 52). Entonces
pequefios auto valores reducen mas la estabilidad de la inversa. Si se descartan los auto-
valores mas pequefios, aumenta la estabilidad. Sin embargo, esto disminuye la resolucion. Si
todos los parametros del modelo son asociados con los valores singulares no nulos, entonces
R es una matriz identidad y tenemos una resolucion perfecta . Si disminuye el nUmero de
valores singulares, R se aleja de ser una matriz identidad.

Generalmente intentamos optimizar esta compensacion entre resolucion y estabilidad usando
un corte en la razén entre un auto valor dado y el mas grande. El nimero condicion es
definido como:

Amax
A — (53)

-1
}\min

Elegimos este numero condicion para determinar el nUmero de valores singulares a conservar.
Finalmente, es claro que los errores de medicién causaran errores en la determinacion de los
parametros del modelo. Se asume generalmente que los errores asociados con los datos son
aleatorios con la distribucién gaussiana . Esto significa que un dato cualquiera d tiene un
95% de probabilidad de caer dentro de 20 del valor verdadero, donde o es la desviacion
estandar. Los errores en los datos mapean a los errores en los pardmetros del modelo por la
ecuacion:

o’ =G’ [GT]" (54)
Ejemplo de la Inversa Generalizada para la localiza cion de terremotos.

Los principios de la inversion generalizada son mejor ilustrados con un ejemplo. Consideremos
el caso de un terremoto que ocurrid en un semiespacio homogéneo. Las ondas P fueron
registradas en seis estaciones sismologicas. La Tabla 1 muestra la ubicacion de cada estacion
(en coordenadas) y los tiempos de arribo de las ondas P. Los tiempos de arribo fueron
calculados exactamente y se les agregd un ruido para simular errores no correlacionados en
los datos.

Para comenzar el proceso de inversion, primero “estimamos” o predecimos una solucion
(Xo=21, yo=21, zo=12, to= 30.0), desde la cual podemos calcular el vector de los datos.

Tabla 1: Ejemplo de Localizacion de Epicentro

Estacion X Y Te di-dg
1 2.0 31.0 40.02 5.77
2 3.0 -5.0 42.76 6.93
3 50.0 58.0 41.07 2.70
4 55.0 47.0 40.38 2.78
5 81.0 3.0 45.05 4.05
6 -9.0 -18.0 45.75 7.02
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Las diferencias entre los datos calculados y observados (d;-do) dan el vector de los datos en la
forma de la ecuacién 12. Claramente se ve que nuestro valor inicial estimado no es muy
bueno.

Ahora necesitamos determinar G. En este ejemplo es muy sencillo puesto que las derivadas
analiticas de la ecuacion 6 evaluadas en cero son faciles de obtener.

6ti -(Xi'Xo) 6ti '(Yi'Yo) ati '(Zi'Zo) 6ti
= : = : = : =1 (55)
ax  Vi(t-to) oy vA(ti-to) 0z Vi (ti-to) dto
Lo que nos da: )
0.1331 0.0700 0.0841 1.000
0.0917 0.1325 0.0612 1.000
G = | -0.1030 -0.1315 0.0426 1.000 (56)
-0.1318 -0.1004 0.0465 1.000
-0.1621 0.0486 0.0324 1.000
0.1021 0.1327 0.0408 1.000
Los auto-valores de G, o los valores singulares no nulos estan dados por:
2.452 0 0 0
0 0.0342 0 0
A= 0 0 0.2101 0 (57)
0 0 0 0.0199
con los correspondientes auto vectores
-0.0117 0.7996 -0.5854 -0.1327
0.0018 0.5981 0.7961 0.0915
V = | 0.0512 0.0524 -0.1528 0.9855 (58)
0.9986 0.0056 -0.0005 0.0522

Aun antes de obtener una solucion, A y V dan una valiosa vision del problema a resolver. Cada
elemento de un particular auto vector tiene dependencia con un auto valor a un dado
parametro del modelo. Por ejemplo, el mayor auto valor, 2.452, estd asociado con el auto
vector en la primera columna de V. Cada elemento en este vector estad relacionado a un
parametro del modelo. El cuarto parametro del modelo, t,, el tiempo origen, domina este auto
vector. El vector “apunta” en la direccion de to, Este auto valor es mucho mas grande que los
tres restantes, y por lo tanto el pardmetro del modelo estimado es mas estable. En otras
palabras, nuestra inversion estimada para los cambios en el tiempo origen es mas estable. Por
otro lado, el auto valor mas pequefio es 0.0199, con el correspondiente auto vector dominado
por el tercer parametro del modelo, z, la profundidad de foco. Entonces, los cambios estimados
para la profundidad son la parte menos estable del proceso de inversion. Como veremos
brevemente, tenemos dificultad en determinar la verdadera profundidad dado el modelo inicial
que elegimos.

Puesto que hay cuatro auto-valores no nulos, la resolucion del modelo es perfecta, pero
podemos observar la matriz densidad de datos para ver lo importante que es cada observacion
para obtener la solucion (59):
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0.8120 0.2605 0.0987 0.1328 -0.2265 0.0775
0.2605 0.5887 -0.2663 -0.0232 0.2741 0.1662
D = | 0.0987 -0.2663 0.6142 0.3450 0.0160 0.1922
0.1328 -0.0232 0.3450 0.3906 0.2881 -0.1333
-0.2265 0.2741 0.0160 0.2881 0.6951 -0.0467
-0.0776 0.1662 0.1922 -0.1333 -0.0467 0.8992

Si observamos los términos de la diagonal, podemos obtener una medida relativa de la
importancia de cada estacién. Los valores mas grandes (0.8992 y 0.8120) estan asociados a
las estaciones 1 y 6. Estas estaciones restringen la solucidon. La estacion 4 da la menor
restriccion, aunque la mayoria de los datos son de igual importancia. Los términos de la
diagonal dan una medida de la influencia que las otras estaciones tienen sobre un valor dado.
La inversion predice un cambio para el modelo m, que es dado por

8.268

m = | 9.704 (60)
9.063
4.480

La suma de los errores cuadraticos para el modelo inicial fue 161.8; para la solucion inversa es
0.0579. La Tabla 2 compara los epicentros obtenidos con los valores del modelo verdadero
para varias iteraciones. Note que aunque X, Yy, t son muy cercanos a los valores “verdaderos”,
z no lo es. En efecto, la inversion inicial “empujé” z en la direccién errénea! Esto es conse-
cuencia de nuestro pobre modelo inicial predecido. Después de seis iteraciones obtenemaos un
resultado que esta muy préximo a la localizacién verdadera. Recordemos que hemos agregado
ruido a los datos, de modo que la inversidbn no sera exacta. Es comun que las inversiones
comiencen con un modelo pobre para poner dentro un minimo local, nunca para aproximar la
solucion actual. Este es un resultado de la linealizacion del problema, y se usan varias
estrategias para mover un rango mas amplio de parametros y buscar un minimo global.

Aplicacién con MatLab.
El valor de la velocidad utilizado en el ejemplo es  gt. = (x - x,)

de 5.8 km/s y la ecuacion 55 sera evaluada de la =
e ox v\/(
siguiente forma

Los datos del sismo serdn cargados en el
archivo SISMO.txt con el siguiente formato

X Y z {
20 | 3.0 | 00 | 4002 at (2 -2,)

30 | 50 | 00 | 42.76 —L=
500 | 58.0 | 0.0 | 41.07 0z v(x =% )2+ (v, —vo)? +(z -2 )

55.0 47.0 0.0 40.38
81.0 3.0 0.0 45.05
-9.0 -18.0 0.0 45.75
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Tabla de resultados obtenidos

Parametro Valor lera lteraciéon | 2da 3er 4ta 5ta 6ta

s estimado Iteracion Iteracion Iteracion Iteracion Iteracion
X 21 29.3 30.0 30.0 30.0 30.0 30.0
Y 21 30.7 30.2 30.2 30.2 30.2 30.2
Z 12 21.1 11.1 9.1 8.9 8.9 8.9
T 30 34.5 35.0 35.0 35.0 35.0 35.0

% Programa de LOCALIZACION DE HIPOCENTROS, basado en el Libro MODERN GLOBAL
SEISMOLOGY de T. Lay, T. Wallace del afio 1995, Paginas 217 a 235.

% Se realizaron modificaciones en las férmulas 6.55 del libro.

% Es una aplicacion de la TEORIA DE INVERSAS GENERALIZADAS en el CALCULO DEL
% HIPOCENTRO y TIEMPO ORIGEN de un SISMO.

% Programa desarrollado por el ING. JOSE R. GOLBACH

clc, clear, home

disp(' PROGRAMA LOCALIZACION DE HIPOCENTRO.")

disp(* Se calcula por el Método SVD")

disp(* )

% Carga de los datos.

% Se crea un archivo en el editor de textos con nombre SISMO.TXT

% Los datos son las coordenadas X,Y,Z,t, (Coordenadas de la estacion y el tiempo)

load ('SISMO.txt")

disp(" )

pause

Datos=SISMO

% n es el nUmero de estaciones y m el niumero de incognitas

[n,m] = size(Datos);

G=zeros(n,m);

disp(" ")
disp(' Ingrese las Coordenadas aproximadas del Hipocentro (Km)")
disp(" ")

mO(1,1)=input ('X0=");
mO(2,1)=input ("Y0O=");
mO0(3,1)=input ('Z0=");

disp(" )

mO(4,1)=input(' Ingrese tiempo origen aproximado en (s) t0=");
disp(" )

Vp=input(' Ingrese Valor de Velocidad de onda P(Km/s) ');
disp(" )

%Vp=input(' Vp=");

disp(" )

% Construccion de la matriz de ecuaciones de observacion. Se modifica el calculo de la
% derivada de la ecuacion (6.55) por la siguiente: 3t/0x = -(xi-x0)/(v*/ ((xi-x0)2+(yi-y0)2+(zi-z0)?))
% Lo mismo para las variables x,y,z, particularizadas para los valores aproximados x0,y0,z0.
kl=1;
Nrolt=input(' ¢ Cuéntas Iteraciones Realiza? ");
while k1<=Nrolt
G=ones(n,4);
d=zeros(n,1);
Aux=0;
for i=1:n
Aux=0;
for j=1:m-1
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coef0=-(Datos(i,j)-m0(j,1));
Aux=Aux+coef0*coef0;
G(i,j)=coef0;
end
for j=1:m-1
G(i,))=G(i.j)/(Vp*sart(Aux));
end
d(i)=Datos(i,m)-(m0(m,1)+(sqrt(Aux))/Vp);
end
disp(' Matriz de coeficientes ")
G
pause
disp(* )
disp(* Matriz de términos independientes ")
d
pause
% Aplicacion de la descomposicion del valor singular SVD a la matriz G. Se podria haber
% usado directamente la opcion [U,S,V]=SVD(G,0) para el calculo, la cual da resultados sin
% los ceros, pero se presenta tal cual se da en el libro.
[u,s,V]=svd(G);
%[u,s,v]=svd(G,0)
% Se eliminan los ceros de la diferencia entre n-m.
for k=n:-1:m+1
s(k,:)=I;
uC,k)=[l;
end
% D es la matriz densidad de datos
disp(* )
disp(* Matriz de Densidad de Datos ")
D=u*u'
pause
disp(* )
% R es la matriz resolucion
disp(* )
disp(' Matriz de Resolucion ")
R=v*V'
pause
disp(* )
% Determinacién si un autovalor es igual a cero
10=0;
for k=1:m
if abs(s(k,k))<0.0
10=10+1;
NRC(I0)=k;
end
end
% Eliminacion de filas y columnas de autovalores iguales a cero.
% Eliminacion del correspondiente autovector
ifl0~=0
for k=length(NRC):-1:1
NFC=NRC(k);
s(NFC,:)=[];
s(;,NFC)=[];
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u(;,NFC)=[J;
v(:,NFC)=[];
end
end
% FC es la relacion de corte entre el mayor y minimo valor ecuacion 6.53
FC=s(length(s),length(s))/s(1,1);
10=0;
for k=1:m
if abs(s(k,k))<FC
10=10+1;
NRC(I0)=k;
end
end
% Si se encuentra un autovalor menor a FC, se lo elimina con su correspondiente autovector.
ifl0o~=0
for k=length(NRC):-1:1
NFC=NRC(k);
s(NFC,:)=[];
s(;,NFC)=[];
u(;,NFC)=[J;
v(:,NFC)=[];
end
end
% s Es la matriz de autovalores sin valores nulos.
disp(* )
disp(* Matriz de Autovalores ")
S
pause
for k=1:length(s)
s(k,k)=1/s(k,k);
end
% m1 Es la solucion del sistema
disp(* )
disp(* Matriz Solucién ");k1
ml= v*s*u'*d
% Se maodifican los valores aproximados sumando la solucién
fori2=1:4
mO0(i2,1)=m0(i2,1)+m1(i2);
end
disp(* )
disp(* Valores Solucion de los parametros ')
mO
pause
k1=k1+1;
clc
end
mO
disp(' FIN...")
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