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Andlisis Cualitativo de la Respuesta Temporal de un Sistema

Si se conocen la funcién de transferencia G(s) de un dado sistemay la entrada x(t), se puede
evaluar lasaliday(t) apartir de:

Ay(s) = G(s) Ax(9)
haciendo luego la transformacion inversa:
ay(t) = L ay(9)] = LG(s) AX(S)]
Lafuncidn de transferencia G(s) puede expresarse como un cociente de polinomiosen s:
N(s)  bys™+bs™t+..+b, s+b,,
D(s) a,s"+as"t+..+a, s+a

G(s) =

Las raices del polinomio numerador N(s) se denominan ceros de la funcion de transferencia,
mientras gque a las raices del denominador D(s) se las Ilama polos. Casualmente, la naturaleza
de las raices del denominador son las que determinan el patron de la respuesta temporal a una
dada sefial de entrada y nos permite un conocimiento cualitativo de la dinamica del sistema.
Debido a esta caracteristica tan importante es que a denominador de una funcion de
transferencia, cuando se lo iguala a cero, se lo denomina Ecuacion Caracteristica del
Sistema:

D(s) = a,8" +as" " +...+a,,5+a, =0

Se puede hacer las siguientes observaciones respecto a la ubicacion de los polos de la funcién
de transferencia:
1. Polos reales y distintos p;, pe, €tc. La respuesta temporal tendrd componentes de la

forma C,e™, C,e™, etc. de modo que los transitorios convergeran acero si los polos
son negativos.

2. Polos reales multiples. En este caso, para un polo p con multiplicidad r, la funcién
temporal que resultaria de latransformacion inversa contendria términos de laforma

Cl+&t+&t2+...+ C jr1len
1 21 r—1!

y vale lo dicho entes, si p es negativo, cuando t — oo, Ay(t) — O.

3. Polos complgjos conjugados o+ jB. La respuesta resulta oscilatoria, con una
componente temporal de la forma Ce™ sen(Bt +¢) . Seguin cudl sea el signo de o la
sinusoide se amplificara (o > 0) 0 decaera (a < 0).  eslafrecuencia de la oscilacion.

En resumen, en lasraices de la ecuacion caracteristica esta la
informacion sobre € patron de la respuesta temporal de un
sistema.




CONTROL DE PROCESOS - FACET - UNT
TEMA 4 - Nota Auxiliar B
ESTABILIDAD DE LOS SISTEMAS EN LAZO CERRADO

pt
Ce” p<0 Ce' p>0

Ce"sen(ft+¢) a<0 Ce"sen(Bft+¢) a>0

Figura 1: Respuesta temporal seguin la ubicacion de los polos de la ecuacion caracteristica

Ecuacién Caracteristica delos Sistemas en Lazo Cerrado

Consideremos un sistema en lazo cerrado, cuyo diagrama en bloques se representa en la
Figura 2.

d1 d2
— Gd1 — Gd2
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MEDICION-TRANSMISION
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Medicién

Figura 2: Diagrama en Blogues de un Sstema en Lazo Cerrado



CONTROL DE PROCESOS - FACET - UNT
TEMA 4 - Nota Auxiliar B
ESTABILIDAD DE LOS SISTEMAS EN LAZO CERRADO

El sistema se ve sometido a distintas perturbaciones (di, d, n) que inciden en distintos puntos
del lazo. La evolucion de la variable medida y resultard de la contribucion de las
perturbacionesy los cambios en el valor deseador:

AY(S) = Gd, Gp Gt Ad, + Gd, Gt L+
1+ GecGv Gp Gt 1+ GecGv Gp Gt
1 AR GcGp Gv Gt

+ +
1+ GcGv Gp Gt 1+ GecGv Gp Gt

Queda en evidencia que, independientemente de cudl sea la sefial de entrada considerada, la
ecuacion caracteristica sempre es la misma. A tal ecuacion se la denominard Ecuacion
Caracteristica del Sstema en Lazo Cerrado:

Ec(s) = % 1+ Ge(s) Gv(s) Gp(s) Gi(s) = O [1]

y la naturaleza de sus raices indicaran cud es €l patréon de la respuesta temporal del lazo
cerrado cuando se vea sometido a cambios en las entradas. Observando cuidadosamente la
Ecuacion Caracteristica, se puede constatar que depende de los elementos que se encuentran
“dentro” del lazo, esto es, controlador, elemento final de control, proceso en si mismo y
elemento de transmisién-medicion.

Por lo tanto, el patron de respuesta de un lazo viene determinado por lo elementos del lazo,
independientemente de cudl sea la perturbacion incidente.

Estabilidad de los Sistemas en Lazo Cerrado

El concepto de Estabilidad es de importancia medular en Control Automético. Existen
distintas formas de definirla

Una definicién, elemental si se quiere, pero intuitiva, es la conocida como BIBO-estabilidad
(bounded input — bounded output stability):

Un sistema se dice que es estable s para toda entrada
acotada produce una salida acotada, independientemente de
su estado inicial.
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SISTEMA ESTABLE

ENTRADA ACOTADA

% SISTEMA INESTABLE

VAdId3aN 3T1gVvIdvA V1 3d Sv1S3INds3d

Figura 3: Esquema de sistemas con distintas caracteristicas de estabilidad

Los transitorios de |a salida se pueden relacionar con las raices de la ecuacion caracteristica
tal como se vio antes. De modo que € concepto de Estabilidad puede definirse en términos
mateméticos mas precisos de la siguiente forma:

[

\

Un sistema es estable s las raices de la ecuacion
caracteristica son reales negativas 0 complgas
conjugadas con parte real negativa. O dicho en forma
mas compacta, Si todas las raices se encuentran en €
\ semiplano izquierdo de la variable complgas. )
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Figura 4: Caracterizacion de la estabilidad segun la ubicacién
de lasraices de la Ecuacion Caracteristica

Si algunaraiz se ubicaen el e imaginario, se obtiene un sistema con estabilidad marginal, es
decir, un sistema que se halla en €l limite entre la estabilidad y la inestabilidad.

Hay algunas observaciones que es menester realizar:

e Si sequiere saber s un sistema es estable 0 no, bastaria con analizar las raices de la
ecuacion caracteristica. Como se trata de un polinomio, las raices no se pueden
calcular con una formula explicita, salvo escasas excepciones. Por lo tanto, para
analizar la estabilidad, se deberiarecurrir a un procedimiento numeérico.

e Observando la ecuacion caracteristica [1], queda en evidencia que las raices (y por lo
tanto la estabilidad del sistema en lazo cerrado) dependen del Gc(s), esto es, del
controlador. Como se sabe, se pueden elegir e tipo de controlador (funciéon de
transferencia) y el valor de sus parametros (sintonizacion). Si el proceso y los
elementos de medicion y actuacion ya estan fijados, se puede concluir entonces que la
estabilidad del sistema de control dependerd de una juiciosa eleccion del tipo y
sintonizacion del controlador.

Criterio de Estabilidad de Routh

Para decidir si un sistema en lazo cerrado es estable se solo requiere saber si existen raices de
la ecuacion caracteristica en el semiplano derecho, y no es necesario conocer su valor. El Test
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de Routh permite identificar el nimero de raices en el semiplano derecho a través de un
procedimiento relativamente ssmple.

Primero se debe expresar el numerador de la ecuacion caracteristica en forma polinomial:
N( = a;s"+as"™+a,s"*+..+a,5+a, = 0 [2]

Hay que verificar que a,sea positiva, de |o contrario, debe multiplicarse los miembros de la
ecuacion por —1.

PASO 1 (condicién necesaria)

El polinomio [2] debe ser completo, esto es, ningun a; debe ser nulo, de lo contrario, a menos
unaraiz se encontrara en el semiplano derecho.

S alguno de los coeficientes &, a,,a,,a,,...,a,,,a, €S negativo, entonces al
menos una raiz se ubica en e semiplano derecho y no es necesario ningun
analisis adicional se requiere. Mas aln, el nimero de cambios de signos es igual
a la cantidad de raices en el semiplano derecho (Teorema de los signos de

Descartes).

PASO 2 (condicion suficiente)

S todos los coeficientes a,,a,,a,,...,a,,,a, Son positivos se debe construir el Arreglo de
Routh que posee n filas:

Sn_l a8 @ &, ...

SH a a8 8 e

2l h b b
n-3

s G & G o

s | d d, dy

Las dos primeras filas se construyen con los coeficientes a,, a,, a,, ..., a,4,a, - S N esimpar
se agrega una columnade cerosy s n par, la segunda fila se completa con un 0.
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S — —
dy a, a ...
Sn—l
a & & .. 2N
S I b b ..
Sn_s (o} C, G Las dos primeras filas se
n-a construyen con los coeficientes
S dl dz ds ------- del polinomio caracteristico
2 0
S S e U .
! ff 0 0 ...
0 | 9 0 0 ... |

Los coeficientes de las filas subsiguientes se computan con los coeficientes de las dos filas
inmediatas anteriores. Por ggemplo, latercerafila se construye con las siguientes operaciones:

ENrEIEEA ]
_ 848, — 83, ‘
b = a [ al%%\(_ﬁ) As| e
(b) by
b, = aa, — 8,3 (o} C, C; Los coeficientes de la tercera fila en
a d d d adelante se construyen a través de
1 2 3 e operaciones empleando las dos filas
------------------------------ inmediatas anteriores
e & 0o ...
ff 0 0 ...
O 0 0 . |
Las férmulas parael computo de los distintos elementos del Arreglo de Routh son:
_ 2 _ 4 _ — 7
b~ 2% =8B &2 -33 | &3 -2
= , = ) =
a a a
c = blae_a1b2 C. = blas_a1b3 _ b1a7_a1b4
1T T . 2= =T <
by by by
d. = b, —bc, d. = cb; —bc, d. = b, b,
' G ? G ? G

Este procedimiento continua hasta que se completa la fila enésima. El arreglo final tiene una

estructura triangular.
Examinando

los coeficientes de

la primera columna del

arreglo

ag,a,,b;,c,,...e f,,g;, s algin coeficiente es negativo, al menos una raiz esta

en € semiplano derecho y el sistema sera inestable. Méas aun, e nimero de
cambios de signosindica la cantidad de raices en tal semiplano.



CONTROL DE PROCESOS - FACET - UNT
TEMA 4 - Nota Auxiliar B
ESTABILIDAD DE LOS SISTEMAS EN LAZO CERRADO

S r -
g a, a
Sn—l
Q a, & e
C b b b
Sn—3
El nimero de C C, C, .
cambio de signos g4 dl d2 d3 .......

resulta igual al
numero de raices en e T

el semiplano

derecho s € & 0 ...
0

Aplicacion del Criterio de Routh

Para ver las posibilidades de estudio de brinda el Test de Routh, se propone estudiar un
sistema en lazo cerrado caracterizado por las funciones de transferencia de la Figura 5.

C
r 1 | K g K >
Ts s+1 T,s+1
(-)
ELEMENTO FINAL PROCESO
CONTROLADOR DE CONTROL
y
K; [«

ELEMENTO DE
MEDICION-TRANSMISION

Figura 5. Ejemplo de un sistema en lazo cerrado

En este caso, las funciones de transferencia de los distintos elementos del lazo tienen
pardmetros que pueden haber sido obtenidos de ensayos (identificacion) o a partir de modelos
matematicos. Se las asume que ambas constantes de tiempo son positivas (situacion normal en
los procesos). El controlador es elegido del tipo integral puro y su Unico parametro de sintonia
es T, (tiempo integral). El interrogante que se trata de responder es ¢qué rangos de valores se
le podra asignar a T; de modo que el sistema tenga un comportamiento estable?

Es interesante acotar que no se ha incluido ninguna informacion sobre las perturbaciones que
pueden afectar a sistema. Hay que recordar que la estabilidad del sistema en lazo cerrado
depende exclusivamente de los elementos del 1azo.

Para estudiar |la estabilidad debe plantearse la ecuacion caracteristica:
K 1 K 2 K 3

Ec(s) =1+ Gc(s) Gv(s) Gp(s) Gi(s) =1+ T,s(T, s+1) (T, 5+1)

reduciendo a comin denominador resulta:
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N(s) Ts(ts+1)(t,s+1) + K, K, K,

D(s) T,s(T,5+1) (T,5+1) =0

Para que este cociente seaigual a cero, el numerador debe ser igual a cero. En consecuencia,
la ecuacion ala que hay que aplicar el andlisis de Routh es:

K, K, Ks

NS = 1, 1,8 +(T,+T1,)S° +s+ =0

PASO 1

Como es evidente, el polinomio es completo. Para asegurar que no existan cambios de signo
en los coeficientes es menester que se cumpla que

K, K3 Ky .
T

0

PASO 2

Se debe construir el arreglo de Routh que constara de cuatro filas, siendo las dos primeras
construidas con los coeficientes del polinomio original y resto se obtiene con las operaciones
descriptas antes.

S3
T, 1 0
s? K, K, K
T, +1, 1T2 3 0
|
K,K,K
LUt LT, 1T2 2
S I
0 0
T,+T,
& K, K, K, 0 0
L Tl i

Inspeccionando la primera columna, para que no existan cambios de signos 'y en consecuencia
pueda asegurarse la estabilidad, surge una segunda condicién:
K, K, K,

L+, -TT, T
|

>0

T,+T,
y como el denominador es mayor que cero, para que se cumpla esta restriccion deberé ser

KKKy

T,+T,-T, T, 0

y por lo tanto
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LT Kl Kz K3
L,+T,

T, >

De estaforma, si el producto de las ganancias es positivo, €l valor de tiempo integral minimo
admisible seria
Tl TZ Kl K 2 K3

T, (min) = —
1 2

y corresponderia a un sistema con estabilidad critica 0 marginal (respuesta a perturbaciones
con oscilaciones sostenidas).

Es conveniente hacer una observacion en este punto. El criterio de estabilidad de Routh
permite hacer un tratamiento matematico formal y relacionar los parametros de las funciones
de transferencia con los del controlador, estableciendo los limites y las restricciones. Esto no
se podria hacer con el mero computo numeérico de las raices de la ecuacion que solo aportaria
informacion para valores determinados de los pardmetros (en este caso ganancias, constantes
de tiempo y tiempo integral).

Limitacionesy extensiones del Criterio de Estabilidad de Routh

Hay que recordar que la herramienta que se propuso sirve cuando en las funciones de
transferencia estédn involucrados polinomios. Se sabe que en Control de Procesos quimicos
una componente dindmica muy difundida es el tiempo muerto. Si esta dinamica esta presente
en la ecuacion caracteristica, el computo de las raices implica resolver una ecuacion
trascendente para la que no se aplica el procedimiento de Routh.

La solucion més simple es transformar el retardo de tiempo en una funcién raciona usando
una serie truncada de Taylor:

2 3
e_LS 21_E+&_ﬁ+m
il 2 3
pero al resultar un sistema no causal no constituye una buena aproximacién. Una solucion,

también aproximada, consiste en reemplazar e tiempo muerto por un cociente de series
conocida como Aproximacién de Pade:

Ls 2
-+ (L)”
e Ls 2 12
2

1+ Ls + (Ls)
2 12
gue tiene una doble ventaja: se obtiene una aproximacion correspondiente a un sistema causal
y €l error de truncacion es menor para un mismo nimero de términos.

I




