§ 2. Cenni sulla Teoria degli Elementi Finiti


Il metodo degli elementi finiti è la più potente tecnica numerica mai concepita per risolvere problemi di meccanica strutturale in regioni geometricamente complicate. Esso si articola in una sequenza logica di operazioni che possono essere facilmente implementate in programmi di calcolo di scopo generale; la possibilità inoltre di risolvere un’ampia varietà di problemi cambiando semplicemente i dati di ingresso riguardo la discretizzazione del dominio, le sue proprietà fisiche e le condizioni al contorno sono soltanto alcuni dei tanti motivi che ne hanno fatto la sua fortuna.


La formulazione agli spostamenti del metodo agli elementi finiti generalizza il concetto di modellazione cinematica alla base delle teorie strutturali.


A differenza da queste teorie l’approssimazione non è dettata da ipotesi a priori sul comportamento del corpo tridimensionale dotato di particolare struttura; essa cioè non si basa su ipotesi geometriche di significato evidente, ma piuttosto sul criterio di convergenza alla soluzione continua.


Il metodo agli elementi finiti è un particolare metodo variazionale di approssimazione.


La sua applicazione richiede, pertanto, come primo passo, che il problema differenziale da discretizzare venga espresso in una forma integrale equivalente.


Quest’ultima, nell’approccio agli spostamenti del metodo, è fornita dall’applicazione del principio degli spostamenti virtuali, che esprime una formulazione globale equivalente di equilibrio.


L’approssimazione consisterà, quindi, nella sostituzione dello spazio delle configurazioni congruenti internamente, a cui appartiene la soluzione esatta, con un altro spazio di funzioni, dette funzioni approssimanti, dipendenti da un numero finito di parametri, e nel cercare in questo spazio la soluzione della formulazione integrale, visto che il problema da essa espresso continua ad avere significato con la suddetta sostituzione.


Il metodo degli elementi finiti nel caso delle piastre, così come i metodi classici variazionali, in quanto metodo approssimato del problema differenziale espresso dalle teorie strutturali bidimensionali, sostituisce allora allo spazio SFST delle variabili cinematiche generalizzate, uno spazio di funzioni in cui ciascuna determinazione è ottenuta specificando un numero finito di parametri.


In questo modo dalla formulazione integrale si ottiene come sistema di equazioni risolventi un sistema di equazioni algebriche, anzichè un sistema di equazioni differenziali.


Resta così precisato anche il senso in cui deve essere intesa l’approssimazione della funzione, soluzione del problema secondo il metodo degli elementi finiti.


Le considerazioni testè svolte, sono in verità comuni a tutti i metodi variazionali di approssimazione.


I metodi variazionali classici sono però inefficaci per risolvere problemi con domini di integrazione geometricamente complessi, e con proprietà materiali e geometriche discontinue.


In questi casi la scelta delle funzioni approssimanti, definite sull’intero dominio di integrazione, è un compito difficile. Anche  nei casi in cui tali funzioni siano disponibili, il fatto che queste siano dipendenti dal problema non consente la possibilità di definire una procedura automatica.


Il metodo agli elementi finiti supera a piè pari tutti questi difetti in quanto le funzioni approssimanti sono ottenute in modo sistematico, riferendosi a sottodomini dalla forma geometricamente semplice denominati elementi finiti, in cui viene suddiviso il  dominio di integrazione del problema.


Sono questi gli aspetti distintivi del metodo, non condivisi con nessun altra tecnica di approssimazione numerica: la suddivisione del dominio di integrazione in tanti semplici sottodomini e l’introduzione, su ciascuno di questi, di un’ipotesi sugli spostamenti, approssimati mediante una combinazione lineare di funzioni assegnate a priori.


Viene in questo modo definito, per ogni elemento, il modello di spostamento che esprime un’approssimazione delle funzioni incognite del problema differenziale da discretizzare.


Queste, ad esempio, nel caso delle teorie strutturali delle piastre, sono rappresentate dalle variabili cinematiche generalizzate.


L’approssimazione di queste funzioni sul singolo sottodominio va realizzata in maniera tale che risultino poi verificate le condizioni al contorno di tipo essenziale dell’intero problema.


Siccome il contorno del dominio appartiene in generale a più di un elemento, appare allora chiaro che le suddette condizioni ai limiti non possono essere soddisfatte dalle funzioni approssimanti di un solo elemento.


L’idea, per certi sensi geniale e che ha consentito di aggirare questa difficoltà proiettando il metodo degli elementi finiti ai primi posti della hit parade dei metodi di approssimazione numerica, è stata quella di evitare il condizionamento della soluzione del problema al continuo alle condizioni ai limiti delle funzioni incognite, definendo quest’ultime entro la frontiera di ciascun sottodominio e condizionate solo su di essa, di forma geometrica molto più semplice.


Si assume cioè che ogni elemento finito sia una possibile rappresentazione dell’intero dominio con le condizioni al contorno generali del problema differenziale.


In altre parole, si assume che il dato problema differenziale debba essere formulato e approssimato sopra ciascun elemento, usando uno dei metodi variazionali classici.


Tant’è che eufemisticamente il metodo agli elementi finiti, soprattutto dagli studiosi di Analisi Numerica, viene anche indicato come tecnica di applicazione a tratti dei metodi variazionali classici.


Per tener conto sia delle condizioni al contorno essenziale che di quelle naturali, nel modello dell’elemento finito le prime sono incluse attraverso l’interpolazione, mentre le seconde attraverso la forma variazionale del problema differenziale definita per ciascun elemento.


Il modello di spostamento, introdotto inizialmente come approssimazione del campo degli spostamenti, viene infatti espresso in funzione di certe grandezze, dette gradi di libertà nodali dell’elemento.


Quest’ultime sono rappresentate in genere, dai valori, in certi punti del dominio detti nodi, delle funzioni incognite che intervengono nelle condizioni essenziali del problema, espresse in termini delle variabili cinematiche generalizzate.


Rappresentato in questo modo, il modello di spostamento ha il significato di funzione di interpolazione dei gradi di libertà nodali che compaiono come coefficienti della combinazione lineare delle funzioni assegnate a priori, dette funzioni di forma.


In virtù di questa rappresentazione, per la deduzione del modello di spostamento del singolo elemento possono essere utilizzati i concetti della teoria dell’interpolazione.


Si ha inoltre la possibilità di realizzare la fase successiva, fondamentale nel processo di discretizzazione, che è finalmente il passaggio dall’elemento all’intera struttura.


Questa fase, consistente nel “mettere tutti insieme” gli elementi, prende il nome di assemblaggio.


Con tale termine, più precisamente, si intende indicare l’operazione che ricostruisce la continuità della struttura.


I vari elementi cioè vengono tra loro collegati, imponendo che i gradi di libertà dei nodi che hanno in comune, previo trasferimento nel riferimento globale, assumano lo stesso valore.


Una volta che questi siano tutti rappresentati nello stesso riferimento, risultano direttamente sovrapponibili, sicchè l’assemblaggio si riconduce ad una procedura di identificazione dei gradi di libertà nodali dei singoli elementi con i corrispondenti nella struttura assemblata.


Questa operazione è realizzata attraverso le matrici di connettività.


Vale la pena precisare che, in verità, con la suddetta identificazione si ricostruisce la continuità della struttura in termini dei gradi di libertà nodali e che pure limitatamente ai valori nodali sono imposte le condizioni di vincolo.


Da ciò non consegue, sic et simpliciter, che gli spostamenti locali definiti attraverso il modello di spostamento (e le loro derivate, quando richiesto dalla congruenza) risultano continui all’interfaccia tra elementi adiacenti, nè che si annullino ovunque sulla superficie vincolata. Se però le funzioni di forma sono definite in modo da raggiungere questo risultato, a valle dell’assemblaggio il modello di spostamento definisce, in funzione dei gradi di libertà nodali liberi, configurazioni congruenti per il problema originario.


Queste considerazioni introducono al problema della convergenza del metodo.


La definizione del modello di spostamento, e quindi delle funzioni di forma, per ciascun elemento, rappresenta un aspetto fondamentale dell’intero processo di discretizzazione; poichè esprime un vincolo sul modo di comportarsi del singolo elemento si chiede di definire le funzioni di forma in maniera tale che appena la mesh degli elementi finiti sia raffittita, la soluzione discreta converga a quella del problema continuo.


E’ questa la condizione perchè un elemento finito possa essere considerato valido, e indica il significato di convergenza secondo il metodo degli elementi finiti.


Diventa allora chiaro che le condizioni di convergenza del metodo dovranno imporre delle restrizioni al modello di spostamento.


La nozione di convergenza di un modello è stabilita in maniera appropriata al contesto matematico in cui viene posto il problema da risolvere.


Le soluzioni approssimanti sono funzioni definite sulla regione di spazio occupata dalla struttura e quindi occorre assumere una definizione di convergenza per successioni di funzioni. In pratica ha importanza che i valori assunti dalle grandezze incognite tendono al valore assunto dalla soluzione del problema al continuo, ma in maniera da assicurarne una stima soddisfacente al crescere del numero degli elementi.


La valutazione del grado di precisione connesso alla soluzione approssimata è però un discorso abbastanza delicato che non può essere di certo analizzato in queste brevi note dedicate all’introduzione del metodo; un punto fondamentale è rappresentato di certo dalla scelta della famiglia delle funzioni approssimanti e dalla “capacità” di questa di approssimare la soluzione esatta: se questo spazio risulta “denso” nello spazio delle funzioni in cui è contenuta la soluzione esatta, allora lo spazio di funzioni approssimanti è dotato della richiesta capacità di approssimazioni.


Per semplicità operativa e di dimostrazione della convergenza dell’approssimazione agli elementi finiti, come funzioni approssimanti sono considerate spesso polinomi algebrici, per i quali si dimostra essere dotati della suddetta capacità.


Riguardo la convergenza, la domanda che viene spontanea è se esistono condizioni caratterizzanti per le funzioni di forma.


Purtroppo, allo stato attuale delle conoscenze, la risposta è negativa, sicchè ci si accontenta di stabilire almeno delle condizioni sufficienti.


Queste condizioni esistono anche se, va subito precisato che, in quanto condizioni sufficienti e non necessarie, elementi convergenti possono essere definiti da funzioni di forma che non soddisfino tutti questi requisiti. Ciò nonostante queste condizioni possono essere considerate significative nel fatto che esse forniscono i più semplici criteri per assicurare la convergenza per un’ampia classe di problemi.


Tali requisiti per le funzioni di forma sono:


C1. La regolarità (cioè almeno di classe C1) nell’interno del dominio di ciascun elemento.


C2. La continuità attraverso ciascuna frontiera dell’elemento.


C3. La completezza.


Le condizioni C1 e C2 garantiscono che le derivate prima delle funzioni di forma abbiano, al più, salti finiti di discontinuità alle interfacce dell’elemento. Questo assicura che tutti gli integrali necessari per la valutazione dei termini della matrice di rigidezza dell’elemento siano ben definiti, laddove nelle funzioni integrande appaiono al più derivate del primo ordine. Se si permettono discontinuità finite nelle funzioni di forma sui contorni dell’elemento, le derivate possono essere definite attraverso la funzione d di Dirac, il chè rende poi privo di significato il quadrato di questa funzione che compare come integrando nella definizione del vettore delle forze nodali equivalenti. Le condizioni dianzi descritte valgono qualora sia uno l’ordine di derivazione più elevato presente nelle funzioni integrande nello sviluppo del modello di elemento finito. Gli elementi finiti definiti da queste funzioni di forma vengono pertanto detti elementi C0, risultando di classe C0 nel dominio dell’elemento.


In generale va però osservato che se m è l’ordine di derivazione più elevato che compare nelle funzioni integrande, allora la condizione C1 va rafforzata con la continuità Cm nell’interno del dominio dell’elemento, mentre la condizione C2 con la continuità Cm-1 attraverso la frontiera dell’elemento.


Funzioni di forma di questo tipo sono di classe Cm-1 nel dominio dell’elemento e definiscono i cosidetti elementi Cm-1.


La condizione di completezza è certamente, tra le tre condizioni indicate, quella più importante rappresentando anche condizione necessaria di convergenza; è stato infatti provato essere l’idea matematica chiave per dimostrare i teoremi di convergenza per le approssimazioni agli elementi finiti.


Essa vuole esprimere il fatto che appena la mesh degli elementi finiti sia raffittita, la soluzione esatta e le sue derivate in quanto funzioni continue, tendono a valori costanti sul dominio di ciascun elemento.


Laddove come funzioni di forma vengono adottate le approssimazioni polinomiali, quello della completezza si traduce nel considerare polinomi completi di grado m, essendo m l’ordine di derivazione più elevato che compare nelle funzioni integrande dello sviluppo del modello dell’elemento finito.


Nei problemi di meccanica delle strutture poichè l’ordine di derivazione più elevato è quello che compare nel legame spostamenti-deformazioni, la condizione di completezza viene espressa equivalentemente in termini di capacità delle funzioni di forma di rappresentare C31) tutti i moti rigidi dell’elemento isolato e C32) tutti i modi a deformazione costante.


A tale riguardo va osservato che per avere un buon comportamento dell’elemento i moti rigidi e gli stati di deformazione costante dovrebbero essere rappresentati indipendentemente.


Laddove ciò non si verifichi è causa di seri inconvenienti, perchè viene ad essere introdotto, dal modello di spostamento, un vincolo che non è previsto nella teoria del comportamento dell’elemento.


Tale fenomeno è indicato in letteratura come locking, e si verifica ad esempio nella formulazione agli spostamenti dell’elemento piastra di Mindlin; in questo caso, essendo legato allo scorrimento medio prodotto dalle tensioni tangenziali trasversali, esso è indicato come shear locking.


Gli elementi finiti che soddisfano le proprietà C1 e C2 sono detti elementi conformi, congruenti o compatibili.


La continuità delle condizioni essenziali all’interfaccia tra elemento e elemento impone che queste sul bordo dell’elemento, definite attraverso il modello di spostamento, dipendano solo dai gradi di libertà dei nodi collocati sul bordo stesso. Eguagliando poi in sede di assemblaggio i gradi di libertà nodali con quelli dell’elemento adiacente, si eguagliano allora anche le condizioni essenziali ovunque sul bordo.Va tuttavia osservato che la condizione C2 può non essere rispettata, dando luogo a modelli non compatibili o non conformi, che pure danno risultati soddisfacenti.


Questo ha suggerito di sostituire alle condizioni C2 e C31), la seguente condizione:


C3bis) Un insieme qualunque di elementi, indipendentemente dalla forma e dall’estensione, deve rappresentare uno stato di deformazione costante.


Tale condizione estende la condizione C31) dal singolo elemento a un insieme di elementi. Essa è senz’altro rispettata da un modello conforme, per la continuità delle condizioni essenziali all’interfaccia tra elementi.


Alcuni Autori hanno variamente argomentato la necessarietà della condizione C3bis) per la convergenza di un modello.


Questa condizione ha portato all’introduzione di un semplice metodo per assicurarsi numericamente della validità di un elemento finito: il patch test.


Esso viene effettuato su di un assemblaggio (patch) di elementi che presenti almeno un nodo completamente interno, assoggettato a condizioni che implicano deformazioni costanti, l’elemento supera la prova se la soluzione fornisce localmente i valori esatti delle deformazioni.


Il patch-test non è però del tutto conclusivo.


Una singola prova non è significativa in quanto è possibile che un determinato elemento la superi in certi arrangiamenti ma non in altri. D’altra parte vi sono elementi che falliscono la prova e nondimeno convergono in determinate circostanze.


E’ comunque generale convinzione, suffragata da un’estesa esperienza numerica, che un elemento finito debba superare il patch-test per essere considerato un elemento finito valido, cioè convergente, e che il fallimento della prova indichi un comportamento potenzialmente problematico.


Fino ad ora ci si è riferiti alla convergenza di un dato tipo di elemento appena la dimensione di questo sia ridotta.


L’affinamento della mesh suddividendo gli elementi esistenti in due o più elementi dello stesso tipo è indicato in letteratura come convergenza tipo h.


D’altro lato è possibile considerare una suddivisione in elementi di una data dimensione e ottenere la convergenza alla soluzione esatta aumentando il grado dell’approssimazione polinomiale, il chè poi vuol dire considerare via via elementi finiti diversi, che sono noti in letteratura come elementi finiti di ordine superiore.


L’affinamento della mesh sostituendo gli elementi esistenti con elementi di ordine superiore, è indicato in letteratura come convergenza tipo p.


Chiaramente il raffinamento della mesh può essere ottenuto adottando entrambi i suddetti criteri.


A conclusione di questi cenni sul metodo agli elementi finiti, necessariamente sommari, va detto che la suddivisione del dominio in elementi e la scelta del modello di spostamento non sono due operazioni tra loro indipendenti: è infatti evidente come una suddivisione rada suggerisca un modello più ricco che non una suddivisione fitta.


E’ questa la fase cruciale di tutto il procedimento. Infatti una volta suddivisa la struttura in elementi finiti e stabilito il modello di spostamento al loro interno, sono completamente determinate le caratteristiche di comportamento dello schema discreto con cui si approssima il problema originario.


Le fasi successive riguardano essenzialmente la costruzione delle equazioni e la tecnica risolutiva, e intervengono solo marginalmente sulla qualità della soluzione.


Dal punto di vista dell’utente di un codice di calcolo agli elementi finiti, la scelta del modello di spostamento si traduce nella scelta, nella libreria degli elementi finiti implementati dal codice di calcolo, dell’elemento che risulta essere più appropriato e adeguato per la discretizzazione del problema in esame.


Alcune volte la scelta è condizionata, avendo il codice di calcolo solo un tipo di modello ad elementi finiti per una data teoria, in altre invece il codice di calcolo può presentare più di un tipo di elemento, e in altre ancora presentare degli elementi con un comportamento più generale, per cui sarà poi l’abilità dell’analista di ottenere e fare esibire all’elemento il comportamento desiderato con una precisione, beninteso, ingegneristicamente adeguata.


Aspetto fondamentale della modellazione è, infatti, una conoscenza di come si comporterà la struttura che si intende modellare e che va tenuta sempre presente come linea guida.


A tale riguardo va subito precisato, ad onta di qualsiasi dubbio, che mentre esiste un unico metodo degli elementi finiti, indicante un procedimento di approssimazione numerica ben preciso, possono invece esistere più di un modello di elemento finito per lo stesso problema. Questa varietà si traduce nelle diverse condizioni di convergenza, precisione e onere computazionale che un modello presenta rispetto ad un altro.
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