§ 2 Modello di Mindlin e di Kirchhoff


Con il termine piastra o lastra si definirà una struttura in cui due dimensioni risultano preponderanti rispetto alla terza. Essa è costituita da una superficie media cui è associato uno spessore h, funzione (che si suppone continua) dei punti della superficie stessa.


Per semplicità di trattazione, si suppone che lo spessore h sia costante.


Una lastra si dice piana se tale è la sua superficie media.


Si adotta il punto di vista lagrangiano per la descrizione del comportamento della lastra; fissato quindi un riferimento cartesiano ortogonale x,y,z con gli assi x,y contenuti nel piano medio e l’asse z  perpendicolare a questo, e supposto la superficie media un dominio regolare W del piano (O; x,y), la configurazione iniziale di riferimento della piastra risulta essere il cilindro retto di altezza h, definito dal seguente insieme di punti V0 = W ´ � INCORPORA Equation.2  ���.


La frontiera di W è intesa orientata nel verso positivo; definito allora su ciascun contorno il versore normale n esterno ad W, il versore tangente t, che definisce il verso positivo di ¶W, va scelto in modo che la coppia ordinata (n,t) sia direttamente congruente con la coppia ordinata (i,j) degli assi x e y (fig. 1).


Con u, v, w si indicano le componenti dello spostamento di un punto qualsiasi della piastra, rappresentate da funzioni definite nel volume V0 e si suppongono possedere le proprietà qualitative che occorrono per gli sviluppi della trattazione.


L’origine delle teorie delle piastre basate sugli spostamenti può essere trovata nel lavoro di Basset.


Tale Autore assume che le componenti di spostamento, riguardate come funzioni dipendenti solo dalla variabile z, siano sviluppabili in serie di MacLaurin; così ad esempio per la componente u viene considerata la seguente espressione:


u(x,y,z) = u(x,y,z=0) +� INCORPORA Equation.2  ���zn� INCORPORA Equation.2  ���


che rappresenta la formula di MacLaurin di ordine m della funzione u(x,y,z), intesa dipendente solo della variabile z.


In questo modo la definizione della generica componente di spostamento è ricondotta alla determinazione di funzioni incognite dipendenti solo dalla posizione del corrispondente punto del dominio W del piano (O; x,y): tale è la circostanza che si intende riferire dicendo che la lastra è una struttura bidimensionale.


L’ordine massimo delle formule di MacLaurin, con cui sono espresse le componenti di spostamento, indica l’ordine della teoria della piastra; parlando nel seguito di teorie del primo ordine o di ordine superiore, si intende riferire al livello di troncamento dei termini nello sviluppo in serie di potenze per gli spostamenti piuttosto che all’ordine del sistema finale di equazioni differenziali.


E’ allora abbastanza chiaro che in linea di principio, le teorie delle piastre dedotte in questo modo, possono essere rese tanto precise quanto desiderato, includendo semplicemente un sufficiente numero di termini.


Tuttavia è immediato rendersi conto che per ogni potenza di z aggiunta, è introdotto nel modello un ulteriore funzione incognita, e quindi occorrerà considerare una equazione in più.


Visto pertanto la forma più generale che può essere adottata per il modello cinematico, viene spontaneo chiedersi quanti termini occorre considerare nello sviluppo in serie, il chè poi equivale a chiedere quale debba essere il grado di precisione richiesto dalla teoria. 


Per poter rispondere appropriatamente a questa domanda può essere utile tener presente il “principio della noce e del martello”: «Per rompere una grande noce occorre un grande martello, per rompere una piccola noce occorre un piccolo martello», volendo con ciò dire che la scelta di un modello deve essere effettuata in vista degli aspetti del comportamento che si intende cogliere con l’analisi.


Laddove lo scopo dell’analisi sia la valutazione di caratteristiche globali del comportamento strutturale di una piastra, come ad esempio i carichi critici, l’inflessione prodotta da un carico normale, e la frequenza fondamentale, si vede che le teorie delle piastre del primo ordine risultano essere abbastanza adeguate.


Laddove invece interessi rappresentare più precisamente degli effetti locali, come ad esempio la distribuzione delle tensioni interlaminari, la delaminazione, le condizioni all’interfaccia fibre e matrice, nonchè altri dettagli locali caratteristici del materiale composito, le teorie di piastra di ordine superiore risultano essere puù appropriate.


Poichè scopo del presente lavoro è la valutazione del carico critico di piastre compresse, saranno allora analizzate le teorie delle piastre del primo ordine, in particolare la teoria classica di Kirchhoff e la teoria di Mindlin.


La teoria classica si basa su assunzioni formalizzate da Kirchhoff nel 1850 e, infatti, il suo nome è spesso associato a questa teoria, sebbene una versione iniziale fu presentata da Sophie Germain nel 1811. Una generalizzazione di queste ipotesi fu compiuta dapprima da Reissner nel 1945, partendo da assunzioni sullo stato tensionale e utilizzando un particolare teorema variazionale, successivamente, nel 1951 da Mindlin, impiegando invece assunzioni cinematiche e il principio degli spostamenti virtuali.


La teoria classica della piastra è dedotta dalle ipotesi di natura cinematica di Kirchhoff, secondo le quali i segmenti rettilinei perpendicolari alla superficie media prima della deformazione, rimangono (I) rettilinei, (II) inestensibili e (III) perpendicolari anche dopo la deformazione.


Queste tre assunzioni conducono a considerare nulle le componenti di deformazioni exz, eyz e ez, il chè giustifica assumere, secondo questo modello, che la piastra sia  infinitamente rigida nella direzione trasversale.


Nella teoria di Mindlin, viene rimossa solo l’ipotesi (III), pertanto i segmenti rettilinei normali alla superficie media della piastra risultano anche qui rettilinei e inestensibili dopo la deformazione, ma non più necessariamente perpendicolari alla superficie media. Secondo tale ipotesi viene pertanto considerata la deformazione connessa alle componenti exz  e eyz: è questa la circostanza che si intende riferire con la locuzione di teoria di deformazione a taglio, tra le quali la teoria di Mindlin è la più semplice.


Le ipotesi dianzi elencate, sia per il modello di Kirchhoff che per il modello di Mindlin, sono ipotesi che riguardano lo stato di deformazione, sicchè il problema che immediatamente si presenta, accettato lo sviluppo in serie di potenze rispetto a z delle componenti di spostamento, è stabilire il numero minimo di termini affinchè il modello di spostamento che si definisce, dia luogo ad uno stato di deformazione con le caratteristiche dianzi definite.


Risolvere questo problema significa precisare le relazioni spostamenti-deformazioni cui riferirsi, ossia quale classe di deformazione si intende prendere in considerazione e pertanto che tipo di analisi voler condurre.


Allo scopo di fornire un quadro unitario alla trattazione della stabilità della lastra piana perfetta caricata sul suo contorno, nella quale compaiono solo sullo sfondo gli elementi per poter condurre l’analisi del comportamento di post buckling, non oggetto però del seguente lavoro, si rende necessario la deduzione delle equazioni di equilibrio non lineari.


Nella meccanica dei corpi deformabili, la non linearità è fisica e/o geometrica; essa viene, cioè, introdotta nella teoria attraverso le relazioni costitutive e/o le relazioni spostamenti-deformazione. In questo lavoro si assume che il legame costitutivo  obbedisca alla legge di Hooke, conseguentemente la non linearità è puramente geometrica.


Il legame lineare dell’ipotesi di piccoli spostamenti tra le componenti di deformazioni e quelle di spostamento perde, pertanto, di validità e deve essere sostituito da espressioni più generali.


Nella meccanica delle strutture si ricorre solitamente alle componenti del tensore di deformazione di Green Lagrange, espresse come funzioni quadratiche dei gradienti di spostamento.


Per esteso, queste si scrivono:


� INCORPORA Equation.2  ���


� INCORPORA Equation.2  ���


� INCORPORA Equation.2  ���


� INCORPORA Equation.2  ���


� INCORPORA Equation.2  ���


� INCORPORA Equation.2  ���


La parte non lineare di queste relazioni va però esaminata da vicino in quanto non tutti i termini quadratici si rivelano della stessa importanza.


Una semplificazione, che nello studio della piastra è apparsa ragionevole e la cui validità ha ricevuto ampia conferma, è quella proposta da Von Karman; questo conserva nel predetto legame solo i termini di secondo grado in � INCORPORA Equation.2  ��� e � INCORPORA Equation.2  ���, dell’ordine dell’inclinazione della superficie media.


Viene, in tal modo, limitato lo studio alle deformazioni per le quali i restanti termini non lineari nei gradienti di spostamento siano molto piccoli.


Tenendo conto di queste restrizioni, le componenti del tensore di deformazione di Green Lagrange, si semplificano come segue:


� INCORPORA Equation.2  ���


� INCORPORA Equation.2  ���


� INCORPORA Equation.2  ���


� INCORPORA Equation.2  ���								(1)


� INCORPORA Equation.2  ���


� INCORPORA Equation.2  ���


Le componenti di deformazione espresse da queste relazioni sono dette deformazioni di Von Karman.


La non linearità nelle equazioni di equilibrio sarà allora introdotta direttamente attraverso le (1), nella deduzione delle equazioni attraverso l’applicazione del principio dei lavori virtuali.


Attese le (1) come relazioni tra spostamenti e deformazioni, si può ora stabilire come si deve presentare il campo di spostamenti per il modello di Kirchhoff e il modello di Mindlin.


Sia l’ipotesi di Kirchhoff, che quella di Mindlin, riguardano le componenti di deformazione exz, eyz e ez, quindi in virtù delle (1) può essere subito dipanato un dubbio, risultando il modello cinematico invariato utilizzando o l’ipotesi di linearità geometrica o quella di Von Karman.


Il più generico modello cinematico, anche detto modello di spostamento, è espresso nel seguente modo:


u(x,y,z) = u(x,y,z=0) + � INCORPORA Equation.2  ���znyx( n)(x,y)


v(x,y,z) = v(x,y,z=0) + � INCORPORA Equation.2  ���znyy( n)(x,y)					(2)


w(x,y,z) = w(x,y,z=0) + � INCORPORA Equation.2  ���znyz( n)(x,y)


Le funzioni yi( n), iÎ(x,y,z) e nÎN, incognite del problema, sono dette variabili cinematiche generalizzate, o spostamenti generalizzati e dipendono dal generico punto del dominio bidimensionale W della lastra.


Come proprietà di carattere generale, si impone al modello cinematico di definire una configurazione congruente internamente; ciò implica che le variabili cinematiche generalizzate soddisfano quelle proprietà qualitative necessarie affinchè il modello di spostamento da loro definito, sia tale che il corpo non cessi di essere continuo, cioè tale da evitare aperture (formazione di vuoti), e inoltre non si abbiano scorrimenti secondo elementi piani, o sovrapposizione di materia.


Di qui in avanti ci si riferirà solo alle variabili cinematiche generalizzate che verificano quanto dianzi detto, e quindi solo a modelli cinematici che siano congruenti internamente.


Sia nel modello di Kirchhoff, che in quello di Mindlin, i segmenti originariamente ortogonali al piano medio, si mantengono inestensibili e rettilinei nel processo deformativo. Ciò si traduce, rispettivamente nell’annullamento della componente di deformazione ez, e nel dover essere funzioni costanti rispetto a z, le componenti di deformazione exz e eyz; cioè deve essere:


 (i)     ez = 0


 (ii)M   exz = cost "zÎ � INCORPORA Equation.2  ���, ossia exz(x,y,z) = exz(x,y) "zÎ � INCORPORA Equation.2  ���


 (iii) M eyz = cost  "zÎ � INCORPORA Equation.2  ���, ossia eyz(x,y,z) = eyz(x,y) "zÎ � INCORPORA Equation.2  ���


Nelle deformazioni di Von Karman risulta:


� INCORPORA Equation.2  ���, � INCORPORA Equation.2  ���, � INCORPORA Equation.2  ���


pertanto da (i) consegue:


� INCORPORA Equation.2  ���


ossia:


w(x,y,z) = w(x,y) "zÎ � INCORPORA Equation.2  ���.


Visto la (23), deve essere, per il principio di identità dei polinomi:


 yz( n)(x,y) º 0  "nÎN;


dalla (ii) M consegue invece:


� INCORPORA Equation.2  ��� = exz(x,y)   "zÎ � INCORPORA Equation.2  ���;


poichè w è funzione solo di x e y, allora anche � INCORPORA Equation.2  ��� deve dipendere solo da x e y, ossia deve essere:


� INCORPORA Equation.2  ��� = f(x,y) "zÎ � INCORPORA Equation.2  ���;


integrando questa equazione rispetto a z, si ottiene:


� INCORPORA Equation.2  ��� con zÎ � INCORPORA Equation.2  ���


ossia


u(x,y,z) - u(x,y,z=0) = z f(x,y)


e quindi


u(x,y,z) = uo(x,y) + z f(x,y)


sicchè confrontando con la (21), si conclude che deve essere:


yx( n)(x,y) º 0,  "nÎN - {1}.


Discorso analogo vale per la componente di spostamento v(x,y,z), sicchè dalla (iii)M, confrontando con la (22),  si conclude che devono risultare:


yy( n)(x,y) º 0,  "nÎN - {1}.


Il modello cinematico della piastra che, nella classe delle deformazioni di Von Karman, dà luogo ad uno stato di deformazione che verifica le condizioni dianzi poste, sintetizzate come ipotesi di Mindlin, è dato da:


u(x,y,z) = uo(x,y) + z yx(x,y)


v(x,y,z) = vo(x,y)+ z yy (x,y)						(3)


w(x,y,z) = wo(x,y)


Questo modello è descritto dalle cinque variabili cinematiche generalizzate, funzione dei punti del piano medio:


uo(x,y), vo(x,y), wo(x,y), yx(x,y), yy(x,y),


le prime due si dice che descrivono il comportamento membranale, dato che la loro attivazione governa il comportamento deformativo nel piano medio della piastra, mentre le restanti tre quello flessionale, che governa invece il comportamento deformativo fuori del piano.


Le variabili cinematiche yx(x,y) e yy(x,y), che intervengono nella definizione del suddetto modello, si prestano ad una interessante interpretazione meccanica che, per il modello cinematico in easame, può essere stabilita geometricamente.


Si vede infatti, che yx(x,y) rappresenta la rotazione del segmento, originariamente ortogonale al piano medio, nel piano (xz), di qui il significato del pedice x, sicchè il corrispondente vettore rotazione ha la direzione dell’asse y, mentre yy(x,y) rappresenta la rotazione del suddetto segmento nel piano (yz), sicchè il corrispondente vettore rotazione ha la direzione dell’asse x.


La convenzione sui segni per tali rotazioni è indicata in figura 2; si è assunto, come risulta dalle espressioni del modello di spostamento, yx e yy di segno positivo se, per z>0, il punto della piastra presenta u e v positivi rispettivamente.


Risulta dunque:


qx= - yy i	e	qy= yx j


avendo indicato con qx e qy i vettori rotazione con direzione l’asse x e l’asse y rispettivamente.


Nelle ipotesi di Kirchhoff si precisa, rispetto a Mindlin, il valore della costante per gli scorrimenti angolari, ponendola uguale a zero.


Si assumono cioè, in luogo della (ii) M e della (iii) M, le seguenti condizioni:


 (ii)K  exz = 0	  "zÎ � INCORPORA Equation.2  ���


 (iii)K eyz = 0	  "zÎ � INCORPORA Equation.2  ���


La (ii)K impone che deve essere:


� INCORPORA Equation.2  ��� = 0   "zÎ � INCORPORA Equation.2  ���;


da cui risulta:


� INCORPORA Equation.2  ���;


Integrando rispetto a z e tenendo presente a solito l’indipendenza da z della funzione w, si ottiene:


u(x,y,z) - u(x,y,z=0) = - z� INCORPORA Equation.2  ��� con z Î � INCORPORA Equation.2  ���


ossia


u(x,y,z) = uo(x,y) - z� INCORPORA Equation.2  ���


Discorso analogo vale per la componente di spostamento v=v(x,y,z), ottenendo per essa la seguente espressione:


v(x,y,z) = vo(x,y) - z� INCORPORA Equation.2  ���.


Il modello cinematico della piastra che, nella classe delle deformazioni di Von Karman, dà luogo ad uno stato di deformazione che verifica le ipotesi di Kirchhoff, è quindi dato da:


u (x,y,z) = uo(x,y) - z� INCORPORA Equation.2  ���


v (x,y,z) = vo(x,y) -z� INCORPORA Equation.2  ���							(4)


w(x,yz) = wo(x,y)


Questo modello cinematico è descritto dalle sole tre variabili cinematiche:


uo(x,y), vo(x,y), w (x,y).


Rispetto al modello di Mindlin, le rotazioni del segmento normale yx e yy, rispettivamente nel piano (xz) e (yz), non si presentano più come variabili cinematiche generalizzate indipendenti, ma risultano essere espresse in funzione della variabile w(x,y), con yx = - � INCORPORA Equation.2  ��� e  yy = - � INCORPORA Equation.2  ���.


I modelli cinematici di Kirchhoff e di Mindlin sono sintetizzati nella fig. 3.


�
§ 3 Considerazioni sulle ipotesi alla base dei modelli cinematici delle piastre.


Se si indica con S lo spazio di tutte le configurazioni congruenti internamente della piastra, ossia l’insieme di tutti gli spostamenti s=s(P) tali che il corpo si conservi continuo, la scelta di un modello cinematico significa limitare il suddetto spazio, ossia confinare l’insieme delle configurazioni a solo quelle definite dal modello cinematico adottato.


Il problema dell’elasticità tridimensionale, sia esso lineare che non lineare, si pone come ricerca della (o delle) funzioni appartenenti a S e verificanti le condizioni di congruenza esterna, altrimenti dette condizioni essenziali di contorno, tale che considerato il connesso stato tensionale, attraverso le relazioni spostamenti-deformazioni e il legame costitutivo, questo verifica le equazioni indefinite di equilibrio e le condizioni ai limiti di Cauchy, altrimenti dette condizioni naturali di contorno. Siffatte funzioni s si dice che definiscono configurazioni equilibrate in ogni punto.


Nel momento in cui allo spazio S si sostituisce lo spazio SK o SM, indicati l’uno o l’altro con SFST, il problema su formulato va rivisto, perchè non è detto che in SFST appartenga la configurazione che sia equilibrata in ogni punto. 


All’uopo è allora interessante osservare che il problema differenziale dell’elasticità tridimensionale può anche essere espresso in una formulazione integrale equivalente attraverso l’applicazione del principio dei lavori virtuali, come condizione caratterizzante gli stati tensionali di equilibrio con la configurazione. Questa formulazione nel caso del corpo elastico soggetto a forze conservative equivale alla condizione di stazionarietà dell’Energia Potenziale Totale nello spazio delle funzioni di indagine, che siano anche congruenti esternamente.


Espresso in questo modo, il problema dinanzi posto può ancora essere formulato sostituendo lo spazio S  con SFST .


L’applicazione del principio dei lavori virtuali per caratterizzare gli stati tensionali corrispondenti al modello cinematico adottato e testati rispetto a tali configurazioni, conduce infatti alla condizione di stazionarietà dell’E.P.T. nello spazio SFST. 


Con la scelta del modello cinematico il problema dell’equilibrio elastico diventa allora il seguente:








Determinare la o le funzioni s appartenenti allo spazio SFST e congruenti esternamente tali che verifichino la seguente equazione 


			L’i = L’e				(P)


per tutti gli spostamenti virtuali compatibili sia con i vincoli che con il modello cinematico.


Nel derivare le condizioni di equilibrio, dunque, il principio dei lavori virtuali viene imposto non per tutti i possibili spostamenti virtuali della piastra come mezzo continuo tridimensionale, bensì limitatamente a quelli compatibili con il modello cinematico.


Si ottengono in tal modo equazioni espresse in termini di variabili statiche generalizzate; quest’ultime sono definite come risultanti delle azioni locali sui cui andamenti la teoria non fornisce e né può coerentemente fornire informazioni.


Ne consegue che le equazioni che così si ottengono, vanno intese solamente come condizioni globali e non è garantito pertanto, che le equazioni indefinite e le condizioni ai limiti siano localmente verificate dalla soluzione del problema P. 


Tali violazioni dell’equilibrio possono essere interpretate come l’effetto dei vincoli che consentono alla struttura di deformarsi solo come previsto dal modello.


Questi aspetti vanno pertanto intesi come peccati originali di tutte le teorie strutturali basate su modelli cinematici.


�PAGINA  �








II-�PAGINA  �27�














