§2 Il Continuo anisotropo


Il punto di vista adottato per la definizione del comportamento meccanico dei materiali compositi è quello della Meccanica del Continuo. Secondo tale approccio l’attenzione è posta sulla risposta globale del materiale; laddove invece interessa considerare una scala di indagine maggiore che esamini l’interazione tra i costituenti del materiale, l’approccio da adottare è quello della micromeccanica.


Schematizzato come continuo, il comportamento del materiale è descritto con l’introduzione di modelli ideali attraverso la definizione del legame costitutivo.


Le estese indagini sperimentali condotte sui materiali compositi in generale, mostrano che il loro comportamento è assimilabile, fino a rottura, a quello di un materiale elastico lineare; essi presentano cioè un comportamento di tipo fragile, con però un elevato valore della deformazione a rottura, tant’è che lo stato limite ultimo per strutture costituite da tale materiale, non è, nella generalità dei casi dato dalla crisi di quest’ultimo.


È assunto, pertanto, come modello ideale di comportamento quello del corpo elastico lineare, per il quale ciascuna componente speciale di tensione è espressa in funzione delle componenti speciali di deformazione attraverso un polinomio di primo grado.


Detti pertanto x, y, z gli assi di una terna cartesiana ortogonale non necessariamente levogira si sono adottate le seguenti posizioni:


			s1ºsx,	 s2ºsy,	 s3ºsz, 


	s4ºs23ºsyzºtyz,	 s5ºs13ºsxzºtxz,	 s6ºs12ºsxyºtxy


		e1ºex,		 e2ºey,		 e3ºez,		(1)


e4ºe23ºeyzºgyz,		 e5ºe13ºexzºgxz,		 e6ºe12ºexyºgxy


Il modello ideale considerato è quello del corpo elastico lineare, per il quale ciascuna componente speciale di tensione è espressa in funzione delle componenti speciali di deformazione attraverso un polinomio di primo grado. 


Al legame s - e sono imposte delle condizioni:deve essere invertibile e si postula l’esistenza di uno stato naturale in cui le si siano tutte nulle e convenzionalmente si assume che anche le corrispondenti ei siano nulle e cioè che sia


		s(e=0)=0


Quest’ultima condizione implica che i polinomi di primo grado nelle variabili ei, che definiscono il legame


		s « e							(2)


siano delle forme lineari, esprimibili nella forma compatta:


		si=cijej		(i,j=1,2,...,6)


avendo adottato la convezione della sommatoria rispetto all’ indice ripetuto.


Con notazione matriciale, indicando con E la matrice di Hooke, ossia la matrice quadrata di ordine 6 delle costanti elastiche cij ,


		E=[ cij ] 		(i,j=1,2,...,6)


le (2) si scrivono:


		s=Ee.


La prima condizione impone che lo Jacobiano delle (2) sia diverso da zero in ogni punto dello spazio delle deformazioni entro cui ci si muove.


Il determinante della matrice E delle costanti elastiche deve essere, quindi, diverso da zero.


Si definisce così la classe dei materiali elastici lineari ciascuno dei quali si ottiene attraverso una specificazione dei coefficienti delle forme lineari nel rispetto delle suddette condizioni.


Nell’ambito di tale classe si individua la sottoclasse dei materiali iperelastici lineari, indicati semplicemente come materiali elastici, che godono della proprietà che per essi è possibile definire una funzione j, univoca dello stato deformativo e e differenziabile, data dalla seguente espressione


j=� INCORPORA Equation.2  ���sxdex+sydey+szdez +tyzdgyz+tzxdgzx+txydgxy � INCORPORA Equation.2  ���	� INCORPORA Equation.2  ���(3)


e tale che


		j(e)-j(e=0)>0   per ogni e¹0				(4)


A tale funzione si dà il nome di potenziale elastico di deformazione.


La sua definizione implica ulteriori condizioni al legame (2) che si traducono nella simmetria della matrice E e nell’essere definita positiva..


Il legame costitutivo, essendo definito da una relazione tra le componenti speciali di tensione e quelle di deformazione, va espresso in un prefissato sistema di riferimento rispetto al quale si ha la definizione del comportamento meccanico del materiale.


E’ chiaro altresì, che siccome questo comportamento deve esprimere un fatto intrinseco, ossia una realtà fisica indipendente dall’osservatore, il legame funzionale, che esprime la relazione costitutiva, deve essere invariante rispetto all’osservatore. Questa osservazione rappresenta il contenuto di uno degli assiomi della Teoria Costitutiva, l’assioma di obiettività o assioma di indifferenza materiale, per il quale il comportamento di un materiale risulta indipendente dal particolare sistema di riferimento rispetto cui si studia il moto del corpo.


Il rispetto di questo assioma comporta che al variare del riferimento il legame costitutivo rispetto ad esso è ancora espresso da una relazione del tipo


		s’i=c’ije’j


in cui, tanto le componenti speciali di tensione quanto quelle di deformazione, nonché i coefficienti elastici che vi intervengono, sono relative al nuovo riferimento. 


Questo fatto impone che le costanti elastiche variano al variare del riferimento.


Tale legge di variazione è ottenuta considerando la variazione sia delle componenti di deformazione e sia di quelle di tensione al cambiare del riferimento.


Queste ultime sono di immediata definizione rappresentando le componenti speciali di tensione e  di deformazione rispettivamente attraverso il tensore delle tensioni T e il tensore delle deformazioni D dato che, in corrispondenza del cambiamento di base, le suddette componenti seguono la legge di trasformazione caratteristica dei tensori doppi.


Posto dunque


	T=� INCORPORA Equation.2  ���	D=� INCORPORA Equation.2  ���


i tensori di tensione e di deformazione con le componenti relative al riferimento x,y z, e con T’ e D’ quelli con le componenti relative al “nuovo” riferimento x’,y’,z’, e detta A la matrice ortogonale di trasferimento dalla “vecchia” base ortonormale (i,j,k) alla “nuova” base ortonormale (i’,j’,k’), data da


		A= � INCORPORA Equation.2  ���


avente come vettori riga i coseni direttori di ciascun versore della “nuova” base rispetto alla “vecchia” base, risulta allora:


		T’=ATAT		D’=ADAT				(5)


Siccome però nelle considerazioni che si stanno facendo è risultato più comodo rappresentare tanto le componenti di deformazione quanto quelle di tensione attraverso i vettori colonna, esplicitando le (5) le leggi di trasformazione di dette componenti possono essere espresse anche nel seguente modo:


		s’=Hs		e’=Le					(6)


essendo


 H=� INCORPORA Equation.2  ���


L=� INCORPORA Equation.2  ���


Queste sono matrici invertibili e risulta:


		LT = H-1


Dalla (6) si trae: 


		s=H-1s’		e=L-1e’,				(7)


poichè rispetto alla base (i,j,k) il legame costitutivo è espresso da


		e=Cs


sostituendovi le (7) si ottiene


		L-1 e’=CH-1 s’


premoltiplicando ambo i membri per L e confrontando con


		e’=C’s’


si ottiene


		e’=LCH-1 e’


ossia


		C’=LCH-1		 					(8)


che definisce la legge di variazione delle costanti elastiche al variare della base di riferimento.


Queste considerazioni si prestano ad una immediata interpretazione fisica, utile come introduzione a particolari comportamenti che possono riscontrarsi nell’ intorno elementare del punto.


Si pensi infatti di estrarre un cubetto, intorno elementare del fissato punto, con le facce di normali x, y, z e di considerare lo stato tensionale rappresentato dalle componenti sx, sy, sz, tyz, txz, txy che individuano i vettori tensioni relativi alle facce del suddetto cubetto.


Siano poi ex, ey, ez, gyz, gxz, gxy le deformazioni connesse al suddetto stato tensionale, definite quindi dal legame costitutivo.


Si consideri ora il cubetto con le facce di normali x’, y’, z’ e siano sx’(sx,sy,..,txy), sy’(sx,sy,..,txy),..., tx’x’(sx,sx,..,txy) le componenti speciali della tensione rispetto a x’, y’, z’ dello stato tensionale definito da sx,sy,..,txy.


Se di queste componenti speciali della tensione si considerano le connesse deformazioni ex’,ey’,..,gx’y’, attraverso chiaramente il legame costitutivo espresso nel riferimento x’, y’, z’, i valori che si ottengono sono uguali rispettivamente a 


		ex’(sx,sy,..,txy), ey’(sx,sy,..,txy),..., gx’x’(sx,sx,..,txy),


ossia a quelli che si ottengono dalle espressioni che forniscono le componenti della deformazione rispetto al riferimento x’,y’,z’ in funzione di quelle rispetto al riferimento x, y, z. 


Tutto ciò perchè con sx’(sx, sy,..,tzx),.., tz’x’(sx, sy,..,tzx) si ha la rappresentazione non di un diverso stato tensionale, ossia di una diversa funzione t(P,n) con n appartenente allo Spazio dei versori, ma dello stesso stato tensionale rappresentato da sx, sy,..,tzx.


In altre parole assegnato uno stato tensionale, cambiando riferimento cambiano i valori delle componenti speciali di tensione relativi al riferimento: ciò non significa che lo stato tensionale in sè viene alterato da un cambiamento della base di riferimento, ma solo che esso rimane individuato in generale da parametri diversi rispetto a sistemi diversi di coordinate.


La nozione che ora si vuole introdurre, peraltro anch’essa di carattere generale e recepita nel contenuto dell’assioma della simmetria materiale nella teoria costitutiva, riguarda le simmetrie nel comportamento, delle quali casi particolari sono l’isotropia e l’ortotropia.


Per rendere immediate le considerazioni analitiche che specializzeranno, per questi particolari comportamenti, il legame di elasticità lineare, sarà fatto un discorso di carattere puramente euristico , oggetto del paragrafo successivo.
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