CAPITOLO III


LA  STABILITÀ  DELLA  LASTRA





§1. Introduzione


Dato lo spazio delle configurazioni congruenti del corpo, una configurazione di equilibrio indica un punto di questo spazio.


L’insieme delle configurazioni di equilibrio occupate dal corpo per una fissata legge di variazione delle forze applicate, è detto percorso di equilibrio.


è ben noto il problema posto dallo studio della stabilità, trattandosi di non cercare semplicemente le configurazioni di equilibrio del corpo sotto determinate condizioni di vincolo e di carico, ma di indagare sulla qualità di questo equilibrio. 


Secondo il criterio energetico una condizione di stato critico, punto singolare nel percorso di equilibrio, è individuata dalla configurazione in corrispondenza della quale la variazione seconda dell’E.P.T. risulta semidefinita positiva.


Condizione sufficiente affinchè ciò si verifichi, è che tale variazione seconda sia stazionaria.


L’euleriana di questo funzionale si presta ad una interpretazione suggestiva, che è poi alla base del criterio dell’equilibrio adiacente; essa infatti può essere ottenuta attraverso l’imposizione diretta dell’equilibrio in configurazioni infinitamente adiacenti a quella di stato critico. Queste configurazioni sono anche note come configurazioni variate, sicchè la predetta euleriana viene anche indicata come equazione dell’equilibrio variato.


Questa interpretazione individua, quindi, la condizione di stato critico sul percorso di equilibrio come una configurazione in corrispondenza della quale l’equilibrio è possibile, sotto le stesse condizioni al contorno naturali ed essenziali, anche in una configurazione infinitamente vicina a quella fondamentale.


Si indica qui come configurazione fondamentale, la configurazione di equilibrio C0 di cui si intende giudicare la qualità.


Questa interpretazione consente di dare una certa unità alla presenta trattazione con l’analisi del comportamento di post-buckling, determinando le equazioni dell’equilibrio variato dalle equazioni non lineari dell’equilibrio.


Detta pertanto C0 la configurazione di equilibrio in esame, definita dalle variabili cinematiche � INCORPORA Equation.2  ���, � INCORPORA Equation.2  ���, � INCORPORA Equation.2  ���, � INCORPORA Equation.2  ���, � INCORPORA Equation.2  ���, pensando ad esempio al modello di Mindlin, si tratta di vedere se il problema differenziale dell’equilibrio, con le stesse condizioni al contorno di C0, ammette come soluzione la configurazione C* individuata dalle variabili � INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���, � INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���, � INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���, � INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���, � INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���, essendo � INCORPORA Equation.2  ���, � INCORPORA Equation.2  ���, � INCORPORA Equation.2  ���,� INCORPORA Equation.2  ���,� INCORPORA Equation.2  ��� arbitrarie variabili cinematiche generalizzate tali da definire una configurazione variata C* infinitamente vicina a C0.


Questo problema , in generale, è di tipo non lineare; nel caso particolare della lastra piana perfetta caricata solo sul suo contorno da forze membranali risulta che il comportamento di pre-buckling è lineare ed è definito solo dalle variabili cinematiche membranali, risultando nulle quelle flessionali.


Ne consegue che il problema su posto si semplifica enormemente, ottenendo nelle equazioni dell’equilibrio variato il disaccoppiamento tra il comportamento membranale e quello flessionale; ciò consentirà di concludere che il fenomeno è di instabilità improvvisa o per biforcazione, visto che la perdita di stabilità è associata all’esistenza di configurazioni di equilibrio variato per le quali risulta � INCORPORA Equation.2  ���=0, � INCORPORA Equation.2  ���=0 mentre è � INCORPORA Equation.2  ���¹0, � INCORPORA Equation.2  ���¹0, � INCORPORA Equation.2  ���¹0, risultando così attivati modi deformativi non presenti nella configurazione di pre-buckling.


La deduzione delle equazioni di equilibrio non lineari, nonchè delle appropriate condizioni al contorno, congruenti col modello cinematico adottato, è effettuata applicando il principio degli spostamenti virtuali.


Questo richiede però una precisazione, perchè la sua corretta applicazione impone che sia a partire dalla configurazione deformata, in cui l’equilibrio si instaura, che vada applicata la variazione virtuale di configurazione. Ci si svincola allora dalla configurazione attuale riferendo il principio degli spostamenti virtuali al dominio iniziale V0 di riferimento.


In questa formulazione, il tensore delle tensioni che vi interviene è, pertanto il secondo tensore di Piola-Kirchhoff, mentre quello delle deformazioni virtuali, è ottenuto per variazione delle condizioni di congruenza interna che esprimono le componenti del tensore delle deformazioni finite di Green Lagrange, ridotte nel caso della piastra a quelle di Von Karman.


Introdotte allora le seguenti notazioni: V0 dominio iniziale di riferimento, ¶V0 frontiera del dominio V0, (X, Y, Z) forze esterne di volume e (px, py, pz) forze esterne superficiali, il principio degli spostamenti virtuali stabilisce che condizione necessaria e sufficiente affinchè la sestupla di funzioni [sx(P), sy(P), sz(P), sxy(P), syz(P), sxz(P)] con PÎV0, definisca uno stato tensionale equilibrato, coerente col modello cinematico adottato, è che sia verificata la seguente equazione:


			� INCORPORA Equation.2  ���=� INCORPORA Equation.2  ���						(5)


� INCORPORA Equation.2  ����INCORPORA Equation.2��� sxdex, + sydey, + szdez, + syzde,yz+ sxzdex, z + sxydex, y )dV


� INCORPORA Equation.2  ����INCORPORA Equation.2���


qualunque sia l’insieme virtuale congruente di spostamenti e deformazioni ds’, de’, con ds’Î SFST.


L’esplicitazione di questa equazione conduce in modo naturale alle equazioni di equilibrio e alle appropriate condizioni al contorno.


Queste risultano essere espresse in termini di variabili statiche generalizzate, definite dall’applicazione del principio stesso.


Il simbolo d che compare nell’equazione (5) applicata alla generica funzione f, rappresenta l’operatore variazionale, ossia indica punto per punto una variazione assegnata direttamente alla funzione f e non l’incremento di questa per effetto della variazione del punto, che è rappresentato invece dal differenziale df. Questo operatore presenta proprietà in tutto simili all’operatore differenziale, e può con esso essere scambiata l’ordine dell’operazione.


�
§2. Le equazioni non lineari di equilibrio


Nella piastra di Mindlin il modello di spostamento è definito dalle (3) che, sostituite nelle relazioni di Von Karman (1), forniscono le seguenti espressioni per le componenti di deformazione locale:


ex = exo + zcx 


ey = exo + zcy


ez = 0									 (6)


eyz = ty


exz = tx


exy = exyo + zcxy


Queste relazioni definiscono il modello di deformazione. Esso è espresso in funzione delle grandezze exo, eyo, exyo, cx, cy, cxy, tx, ty dipendenti dal generico punto del piano medio della lastra, note come deformazioni generalizzate. Tali grandezze sono infatti definite dalle variabili cinematiche generalizzate attraverso relazioni dipendenti dalla classe di deformazione considerata. 


Nel caso delle deformazioni di Von Karman (1), sono pertanto definite nel seguente modo:
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