§5. Le equazioni lineari della stabilità


La deduzione delle equazioni differenziali dell’equilibrio variato, sarà qui condotta riferendosi al modello di Mindlin. In maniera del tutto analoga si procede per il modello di Kirchhoff.


Sia C0 º (u( 0), v( 0), w( 0) ) la configurazione fondamentale in esame, definita dalle variabili cinematiche generalizzate uo( 0), vo( 0), w( 0), yx( 0), yy( 0).


Per indagare sulla possibile esistenza di configurazioni di equilibrio ad essa adiacenti, si diano dei piccoli incrementi a tali variabili cinematiche e si esaminino le due configurazioni adiacenti, rappresentate dagli spostamenti prima e dopo l’incremento.


Si è cioè interessati a sapere se anche la configurazione C*, definita dalle variabili cinematiche:


	� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���, � INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���, � INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���, � INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���, � INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���,


risulta essere di equilibrio sotto le stesse condizioni al contorno.


Le (� INCORPORA Equation.2  ���,� INCORPORA Equation.2  ���,� INCORPORA Equation.2  ���,� INCORPORA Equation.2  ���,� INCORPORA Equation.2  ���) indicano quantità tali da definire una configurazione infinitamente vicina a quella di indagine C0; esse sono quindi piccole nel senso noto, e si interpretano come variazioni dalla configurazione fondamentale. Nessuna ipotesi è invece assunta per le variabili che definiscono la configurazione C0.


Per la nuova configurazione C* le deformazioni generalizzate, ottenute sostituendo il modello cinematico nelle deformazioni di Von Karman, tenendo presente la piccolezza degli spostamenti u1, v1, w1, possono essere espresse nel seguente modo:


ex    =� INCORPORA Equation.2  ���+ z� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ��� + z � INCORPORA Equation.2  ���, ey    =� INCORPORA Equation.2  ��� + z� INCORPORA Equation.2  ���+ � INCORPORA Equation.2  ��� + z� INCORPORA Equation.2  ��� 


exy    =� INCORPORA Equation.2  ���+ z� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ��� + z � INCORPORA Equation.2  ���,


exz    = � INCORPORA Equation.2  ��� + � INCORPORA Equation.2  ���,	 eyz    = � INCORPORA Equation.2  ��� + � INCORPORA Equation.2  ���,


in cui le grandezze apicizzate con (0), definiscono le deformazioni generalizzate relative alla configurazione C0 e sono espresse in genere da relazioni non lineari, mentre quelle apicizzate con (1) sono le deformazioni generalizzate associate alla variazione di configurazione e sono espresse da relazioni lineari.


Ne consegue che le variabili statiche interne generalizzate, associate alla configurazione C*, possono essere espresse nel seguente modo:


Nx=� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���, Ny=� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���, Nxy=� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���


Mx=� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���, My=� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���, Mxy=� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���


Tx=� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���, Ty=� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���.


Sostituendole nelle equazioni di equilibrio e tenendo presente che le grandezze statiche apicizzate con (0) sono in equilibrio con la configurazione C0, si ottiene il seguente sistema di equazioni, che presiede al problema dell’esistenza o meno di configurazioni di equilibrio adiacenti alla fissata che sia configurazione fondamentale C0:


� INCORPORA Equation.2  ���,


� INCORPORA Equation.2  ���


� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���)+


+� INCORPORA Equation.2  ���(� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ��� � INCORPORA Equation.2  ���)=0		(22)


� INCORPORA Equation.2  ���


� INCORPORA Equation.2  ���


con le seguenti condizioni al contorno espresse nel riferimento locale (n,t) associato al contorno:


� INCORPORA Equation.2  ���=0 oppure � INCORPORA Equation.2  ���=0


� INCORPORA Equation.2  ��� = 0 oppure � INCORPORA Equation.2  ��� = 0 


(� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���+ � INCORPORA Equation.2  ��� � INCORPORA Equation.2  ���) + (� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���+ � INCORPORA Equation.2  ��� � INCORPORA Equation.2  ���) +� INCORPORA Equation.2  ��� = 0 oppure � INCORPORA Equation.2  ��� = 0


� INCORPORA Equation.2  ���= 0 oppure � INCORPORA Equation.2  ��� = 0


� INCORPORA Equation.2  ��� = 0 oppure � INCORPORA Equation.2  ��� = 0


Il problema differenziale così definito, è complesso e non adatto operativamente ad individuare la condizione di stato critico. Infatti si richiede che sia effettuata la suddetta indagine per ogni punto C0 del percorso principale, ottenuto risolvendo le equazioni non lineari di equilibrio corrispondenti ad una prefissata legge di variazione dei carichi applicati.


Nel caso però della lastra piana perfetta caricata sul suo contorno solo da forze membranali, la suddetta indagine si semplifica notevolmente, traducendosi in un problema lineare di autovalori, che è indicato come analisi lineare di stabilità oppure linear buckling analysis.


Nelle condizioni di prebuckling risulta infatti w(0)=0, � INCORPORA Equation.2  ���=0,� INCORPORA Equation.2  ���=0 , sicchè le equazioni non lineari dell’equilibrio si riducono a quelle membranali della teoria lineare della lastra, e quindi il comportamento di prebuckling è lineare. 


Inoltre, visto che, nella generica configurazione fondamentale del prebuckling, risulta w(0) = 0, il problema  differenziale dell’equilibrio variato diventa lineare ed è espresso dal seguente sistema:


� INCORPORA Equation.2  ���,


� INCORPORA Equation.2  ���


� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���)+� INCORPORA Equation.2  ���(� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���+


+� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���)=0


� INCORPORA Equation.2  ���							 (23)


� INCORPORA Equation.2  ���


con le condizioni al contorno:


� INCORPORA Equation.2  ���=0 oppure � INCORPORA Equation.2  ���=0


� INCORPORA Equation.2  ��� = 0 oppure � INCORPORA Equation.2  ��� = 0 


(� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���+ � INCORPORA Equation.2  ��� � INCORPORA Equation.2  ���) + � INCORPORA Equation.2  ��� = 0 oppure � INCORPORA Equation.2  ��� = 0


� INCORPORA Equation.2  ��� = 0 oppure � INCORPORA Equation.2  ��� = 0


� INCORPORA Equation.2  ��� = 0 oppure � INCORPORA Equation.2  ��� = 0


in cui alle variabili statiche generalizzate associate alla variazione di configurazione, vanno sostituiti i seguenti legami costitutivi:


	� INCORPORA Equation.2  ���= A11� INCORPORA Equation.2  ���+ A12� INCORPORA Equation.2  ���, � INCORPORA Equation.2  ��� = A12� INCORPORA Equation.2  ���+ A22� INCORPORA Equation.2  ���,


			� INCORPORA Equation.2  ��� = A66 (� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���), 


� INCORPORA Equation.2  ��� = D11� INCORPORA Equation.2  ���+ D12� INCORPORA Equation.2  ���,	� INCORPORA Equation.2  ���= D12� INCORPORA Equation.2  ���+ D22� INCORPORA Equation.2  ���,	(24)


			� INCORPORA Equation.2  ��� = D66(� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���)
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