Poichè sul contorno le variazioni dw e � INCORPORA Equation.2  ��� = d(� INCORPORA Equation.2  ���) non possono essere assegnate arbitrariamente l’una indipendentemente dall’altra, ma se dw è arbitraria la sua derivata in direzione tangente al contorno consegue, allo scopo di avere per l’integrando una forma lineare nelle variazioni delle variabili cinematiche che possono essere assegnate arbitrariamente, sull’integrale�INCORPORA Equation.2���Mnt� INCORPORA Equation.2  ���]ds occorre fare un ulteriore trasformazione.


Occorre infatti trasformarlo in modo che la funzione integranda si presenti come prodotto di una funzione per la variazione dw.


L’idea che soccorre, peraltro giusta, è quella di applicare la regola di integrazione per parti.


Si tratta infatti di risolvere l’integrale curvilineo esteso ad una curva chiusa generalmente regolare, ossia di risolvere il seguente integrale:


� INCORPORA Equation.2  ���


L’applicazione della regola di integrazione per parti richiede però che le funzioni Mnt(s) e dw(s) siano derivabili con derivata continua in [0, L], sicchè in tal caso risulta:


�INCORPORA Equation.2���Mnt � INCORPORA Equation.2  ��� ]ds= � INCORPORA Equation.2  ���Mnt(s) � INCORPORA Equation.2  ��� ]ds = [Mnt(s)dw(s)� INCORPORA Equation.2  ��� +


-�INCORPORA Equation.2���dw� INCORPORA Equation.2  ���]ds


e poichè dw(s=0) = dw(s=L) = dwA, avendo indicato con A l’origine fissata sulla curva, e Mnt(s=0)  = Mnt(s=L), risulta quindi:


�INCORPORA Equation.2���Mnt� INCORPORA Equation.2  ���]ds = -�INCORPORA Equation.2���dw� INCORPORA Equation.2  ���]ds				(a)


Nel caso in cui il contorno ¶W è una curva regolare, la funzione Mnt(s) è continua con la sua derivata, infatti:


Mnt(s) = � INCORPORA Equation.2  ���zfntdz =� INCORPORA Equation.2  ���z[f•t(s)]dz 


sicchè, supposto la funzione f = (fx, fy) continua sul contorno ¶W, una eventuale discontinuità della funzione Mnt(s)  è da attribuire alla discontinuità della tangente al contorno, e cioè alla presenza di punti angolosi nel contorno. 


Supposto allora che il contorno sia regolare, ossia privo di discontinuità nella tangenete, vale la (a), e quindi l’integrale curvilineo presente nell’espressione del lavoro virtuale esterno diventa:


�INCORPORA Equation.2���Nnduo n+Nntduo nt+ ( T +  � INCORPORA Equation.2  ���)dw  - Mn� INCORPORA Equation.2  ���]ds


In presenza di una discontinuità nella tangente, applicando la regola di integrazione per parti, compare il contributo agli estremi dell’intervallo di integrazione; ad esempio, in presenza di un contorno con un solo punto angoloso, sia esso il punto A, detto t1 e t2  i due versori tangenti in A, la (a) va modificata in questo modo:


�INCORPORA Equation.2���Mnt� INCORPORA Equation.2  ���]ds =( Mnt1  - Mnt2 )dwA -�INCORPORA Equation.2���dw� INCORPORA Equation.2  ���]ds


Per semplicità di trattazione nel seguito si supporrà che il contorno ¶W sia una curva regolare.


	Per il lavoro virtuale interno:


� INCORPORA Equation.2  ����INCORPORA Equation.2��� Nxdexo+ Nydeyo+ Nxydexyo+Mxdcx+Mydcy+Mxydcxy)dW


Va subito osservato che rispetto al modello di Mindlin non compaiono le grandezze Tx e Ty, pertanto nel modello di Kirchhoff non sono variabili statiche interne generalizzate.


Procedendo anche qui in maniera analoga a quanto fatto per il modello di Mindlin, tenendo presente questa volta che sul contorno le sul contorno le variazioni arbitrarie sono solo dw e � INCORPORA Equation.2  ���, l’integrale che esprime il lavoro virtuale interno diventa:


� INCORPORA Equation.2  ���=�INCORPORA Equation.2���Nnduo n+ Nnduo nt+{(Nn� INCORPORA Equation.2  ���+ Nnt� INCORPORA Equation.2  ���)-[(� INCORPORA Equation.2  ���)ax+


+(� INCORPORA Equation.2  ���)ay+� INCORPORA Equation.2  ���]}dw + Mn� INCORPORA Equation.2  ���}ds+


-�INCORPORA Equation.2���(� INCORPORA Equation.2  ���)duo +(� INCORPORA Equation.2  ���)dvo -{� INCORPORA Equation.2  ���+2� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���+


-[� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���]}dw}dW


Questa espressione per renderla più familiare viene semplificata, ponendo:


Tn = (� INCORPORA Equation.2  ���)ax + (� INCORPORA Equation.2  ���)ay			(b)


Si precisa che la (b) è una definizione. Per essa si è scelto il simbolo Tn perchè nel modello di Mindlin il secondo membro della (b) indica la variabile statica generalizzata, nota come azione tagliante normale al bordo.


Al solito le condizioni di equlibrio si ottengono uguagliando il lavoro virtuale interno a quello esterno per tutte le variazioni congruenti delle variabili generalizzate, ottenendo così dall’integrale doppio le equazioni indefinite di equilibrio e dall’integrale curvilineo le condizioni al contorno, espresse anche qui sotto forma di alternativa.


Le equazioni indefinite dell’equilibrio non lineare, coerenti col modello di Kirchhoff, sono quindi date da:


� INCORPORA Equation.2  ��� - nx  = 0


� INCORPORA Equation.2  ��� - ny  = 0						(16)


� INCORPORA Equation.2  ���+2� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���-[� INCORPORA Equation.2  ���+ +� INCORPORA Equation.2  ���+q] = 0


mentre le appropriate condizioni al contorno sono espresse da:


Nn=Nn oppure  uon=0


Nnt=Nnt oppure uont =0


(Tn+� INCORPORA Equation.2  ���)+Nn� INCORPORA Equation.2  ���+Nnt� INCORPORA Equation.2  ���=T-� INCORPORA Equation.2  ��� oppure w=0		(17)


Mn=Mn oppure � INCORPORA Equation.2  ���=0


Una considerazione merita la condizione di equilibrio al contorno duale dello spostamento w.


In essa compare la grandezza Tn + � INCORPORA Equation.2  ��� indicata come forza tagliante efficace oppure come taglio di Kirchhoff, in omaggio allo studioso che per prima l’ha introdotta.


Kirchhoff infatti, basandosi sul procedimento appena svolto, ottenuto applicando il principio dei lavori virtuali, corresse le condizioni al contorno per lato libero stabilite da Poisson, ottenute assumendo che sul contorno potessero variare arbitrariamente le funzioni w e � INCORPORA Equation.2  ���.


In presenza di un bordo libero di spostarsi trasversalmente, infatti, appare più naturale pensare che debbano essere Tn e Mnt ad
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