determinante della matrice KE,b-Ks.


Il valore di questo determinante dipende dalla matrice di rigidezza geometrica e quindi dallo stato di sollecitazione membranale presente nella configurazione fondamentale.


Il problema della determimazione della condizione di stato critico si semplifica se ci si riferisce a sistemi ad un solo parametro, ossia quando la legge adottata per la crescita graduale dei carichi applicati sia quella lineare.


In questo caso la matrice di rigidezza geometrica KG relativa alla configurazione di stato critico così potrà essere espressa:


		l KG,


in cui KG è la matrice di rigidezza geometrica associata ad una configurazione di prebuckling che sarà indicata come configurazione di base, e quindi allo stato di sollecitazione membranale prodotto dalle forze ivi agenti.


l è invece il moltiplicatore di queste forze che, per l’ipotesi di linearità del prebuckling, definisce la configurazione di stato critico.


Assunto allora:


		KG = l KG,


il sistema (202) diventa:


		(KE,b- l KG) ab = 0					(21)


Il problema della determinazione della configurazione di stato critico è così ricondotto ad un problema lineare di autovalori.


È questo tipo di analisi che viene indicata come Linear Buckling Analysis.


La generica soluzione non banale del sistema (20), atteso il significato dei gradi di libertà nodali componenti del vettore a, indica che la configurazione di equilibrio variato è individuata da una variazione che presenta solo e soltanto i gradi di flessionali diversi da zero, mentre quelli membranali rigorosamente nulli.


In termini pratici significa che gli autovettori del problema (21), indicanti i modi di deformata critica, o detti anche modi di sbandamento, dovranno presentare le componenti indicanti i gradi di libertà membranali di valore nullo mentre solo quelli flessionali possono essere diversi da zero.


Poichè la configurazione fondamentale è definita dall’attivazione dei soli gradi di libertà membranali, la perdita della sua stabilità si manifesta allora come un fenomeno, noto in letteratura, di instabilità improvvisa o per biforcazione, dovuta cioè a perdita di rigidezza nei confronti di modi deformativi non direttamente attivati, cioè ortogonali (in senso energetico) alla configurazione fondamentale.


Resta così dimostrato al discreto quanto già visto al continuo.


L’analisi al discreto offre però la possibilità di approfondire maggiormente questo aspetto.


La circostanza innanzi illustrata si verifica a seguito della particolare forma della matrice di rigidezza elastica e geometrica del sistema, così come risulta dalla (18).


Ciò è conseguenza di due ipotesi:


disaccoppiamento meccanico


disaccoppiamento geometrico.


Per una migliore comprensione del fenomeno appare oltremodo interessante approfondire l’ipotesi del disaccoppiamento geometrico, e più specificamente la particolare forma della matrice di rigidezza geometrica.


Tale matrice è stata ottenuta discretizzando l’integrale


�INCORPORA Equation.2���� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���d(� INCORPORA Equation.2  ���)+� INCORPORA Equation.2  ��� [d(� INCORPORA Equation.2  ���)� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���d(� INCORPORA Equation.2  ���)]+


+� INCORPORA Equation.2  ���[� INCORPORA Equation.2  ���d(� INCORPORA Equation.2  ���)]dW}


il quale, a sua volta, è stato dedotto esplicitando, concordemente al modello cinematico di piastra e alle relazioni di Von Karman, il seguente integrale:


		�INCORPORA Equation.2���� INCORPORA Equation.2  ���d� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���d� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���d� INCORPORA Equation.2  ���)dV


in cui d� INCORPORA Equation.2  ���,d� INCORPORA Equation.2  ���,d� INCORPORA Equation.2  ��� indicano le componenti del secondo ordine della deformazione associata alla variazione di configurazione.


La chiave di volta della predetta semplificazione, è rappresentata dall’adozione per le relazioni non lineari spostamenti-deformazioni, non quelle più generali di Green-Lagrange ma una loro forma semplificata data dalle relazioni di Von Karman.


In quest’ultime viene considerato come effetto del secondo ordine sulle componenti di deformazione membranali, solo quello associato allo spostamento trasversale w.


Se si considerano invece, le relazioni generali di Green-Lagrange per le quali ad esempio


		� INCORPORA Equation.2  ���


allora risulterà che


		d� INCORPORA Equation.2  ���=� INCORPORA Equation.2  ���d(� INCORPORA Equation.2  ���)+� INCORPORA Equation.2  ���d(� INCORPORA Equation.2  ���)+� INCORPORA Equation.2  ���d(� INCORPORA Equation.2  ���)


e quindi nel lavoro instabilizzante compariranno, oltre al termine � INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���d(� INCORPORA Equation.2  ���), anche i termini � INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���d(� INCORPORA Equation.2  ���) e � INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���d(� INCORPORA Equation.2  ���).


La discretizzazione di quest’ultimi due introdurrà i gradi di libertà membranale e la matrice di rigidezza geometrica perderà il suo carattere particolare. Sarà così introdotto nel problema dell’equilibrio variato un accoppiamento di tipo geometrico tra i gradi di libertà flessionali e quelli membranali.


La variazione di configurazione che definisce quella di equilibrio variato non sarà più caratterizzata solamente dai gradi di libertà flessionali ma anche da quelli membranali.


Un elemento importante per condurre la linear buckling analysis é dunque la valutazione della matrice di rigidezza geometrica del sistema, ottenuta come assemblaggio di quelle dei singoli elementi finiti della mesh.


La definizione di queste matrici implica però la determinazione, per ogni elemento, di quelle dello stato di sollecitazione iniziale, con quest’ultimo espresso dalle sollecitazioni membranali presenti nella configurazione di base.


Come operazione preliminare alla soluzione del problema lineare di autovalori , si richiede pertanto la soluzione della configurazione di base.


Poichè in quest’ultima vi è uno stato di sollecitazione puramente membranale, allora l’elemento finito deve consentire un’analisi di tale comportamento e quindi deve essere necessariamente dotato, oltre che della rigidezza flessionale chiamata in gioco con l’instabilità, anche della rigidezza membranale.


Queste osservazioni torneranno utili nel paragrafo successivo trattando degli elementi finiti implementati dal codice di calcolo LUSAS per la linear buckling analysis delle piastre.


A conclusione si ribadisce che quanto fin qui detto riguarda la discretizzazione della formulazione irriducibile in termini di spostamenti della piastra di Kirchhoff.


Nel Modello di Mindlin si procede in maniera analoga, salvo a considerare la corrispondente formulazione, ottenuta introducendo nella (1) il nuovo modello cinematico e tenendo conto delle relazioni non lineari di Von Karman.


Rispetto al modello di Kirchhoff, siccome le deformazioni taglianti trasversali exz ed eyz possono essere diverse da zero, la formulazione integrale, riferita al dominio del singolo elemento, risulta essere data da:


�INCORPORA Equation.2���demTN+debT M+desT T)dW -�INCORPORA Equation.2���(AdÑw)TN0]dW		(22)


In essa compare, per la valutazione della variazione dell’energia di deformazione, il contributo delle forze taglianti trasversali espresso da:


		�INCORPORA Equation.2���desT T dW


in cui


		T=� INCORPORA Equation.2  ���


è il vettore delle variabili statiche generalizzate espresse dai tagli trasversali, mentre


		es=� INCORPORA Equation.2  ���


è il vettore delle componenti di deformazione generalizzate date dagli scorrimenti medi.


Le altre grandezze conservano invece la definizione già data nel caso del modello di Kirchhoff.


La (22) esprime la formulazione riducibile della piastra di Mindlin ed è quella cui bisogna riferirsi per la deduzione dei modelli misti; in essa infatti compaiono e si possono far comparire le variabili statiche, le variabili cinematiche, le variabili cinematiche e quelle deformative, offrendo così la possibilità di scelta di più di un insieme di variabili da approssimare direttamente.


Analogamente a quanto fatto col modello di Kirchhoff, e per dare unità alla trattazione, ci si riferirà alla formulazione irriducibile in termini di spostamenti, che è quella che consente la determinazione dei modelli basati sugli spostamenti.


Come già osservato, questa richiede che tutte le variabili che compaiono nella (22) siano espresse in termini delle variabili cinematiche generalizzate delle quali sarà fornita l’approssimazione assegnando il modello di spostamento.


Indicato con y il vettore colonna contenente le variabili cinematiche yx= yx(x,y), yy= yy(x,y),ossia 


		y.= � INCORPORA Equation.2  ���,


e con sm quello contenente le variabili cinematiche generalizzate membranali u0(x,y) e v0(x,y), risulta


	em = Lsm,	 	eb = Ly,		es =y+Ñw


In assenza si accoppiamento meccanico si può porre


	N= Dmem,		M=Dbeb,		T = Dses


ove Ds è la matrice delle rigidezze taglianti trasversali definita nel seguente modo:


		Db =� INCORPORA Equation.2  ���


La sostituzione di queste relazioni nella (22) consegna la formulazione irriducibile:


�INCORPORA Equation.2���( Ldsm)TDmLsm+( Ldy)TDbLdy+( dy+dÑw)TDs( y+Ñw)]dW+


-�INCORPORA Equation.2���(AdÑw)TN0]dW							(23)


Per ottenere l’epressione discretizzata occorre introdurre il modello di spostamento dell’elemento.


L’esame della (23) mostra che è possibile ottenere modelli di spostamenti convergenti con funzioni di forma di classe C0 rappresentate da espressioni polinomiali complete.


In particolare si può assumere per ciascuna variabile cinematica la funzione interpolante i corrispondenti valori nodali.


Il modello di spostamento può in questo caso essere espresso, in maniera molto generica, nel seguente modo:


	sm =Fem sem 		y =Fey ye		 w =Few we


dove con Fe si è indicato la matrice delle funzioni di forma, mentre con il simbolo sottolineato il vettore dei valori nodali della corrispondente funzione; ad esempio detto n il numero dei nodi connessi dall’elemento, risulta


		w =� INCORPORA Equation.2  ���Few,i wei


L’introduzione del modello di spostamento nella (23), ne fornisce la forma discretizzata.


Semplici passaggi algebrici, mostrano che essa può esprimersi nel seguente modo:


		daeT (KEe- Kse) ae


in cui ae indica il vettore dei gradi di libertà nodali dell’elemento così ordinati:


		ae =� INCORPORA Equation.2  ���


ove


	sem=� INCORPORA Equation.2  ���		we=� INCORPORA Equation.2  ���		ye=� INCORPORA Equation.2  ���


essendo


		sem,i=� INCORPORA Equation.2  ���		yei=� INCORPORA Equation.2  ���


Le matrici di rigidezza elastica KeE e geometrica Kes dell’elemento sono date da:


	KeE =� INCORPORA Equation.2  ��� 	Kes=� INCORPORA Equation.2  ���		(24)


nelle quali KeE,m è la matrice di rigidezza membranale dell’elemento e conserva l’analoga espressione vista nel modello di Kirchhoff. 


Le altre matrici invece derivano dalla discretizzazione dell’energia di deformazione flessionale e di quella tagliante espresse rispettivamente da


		�INCORPORA Equation.2���debTM)dW	 e	 �INCORPORA Equation.2���desT T)dW.


A tale riguardo si rende necessaria una precisazione per evitare che il lettore poco attento possa meravigliarsi della presenza delle matrici di accoppiamento tra le variabili y e w.


Non va sottovalutata la particolare forma del lavoro virtuale interno nel caso bidimensionale.


L’espressione ottenuta dà infatti un’informazione notevolissima che è quella dell’ortogonalità delle caratteristiche della sollecitazione che vi compaiono se, il lavoro compiuto da queste, viene valutato riferendosi alle deformazioni generalizzate.


La presenza quindi di termini mutui va ricercata nell’aver voluto esprimere il suddetto lavoro non in funzione di quelli che nella teoria della trave sono indicati come parametri di deformazione pura, ma in funzione di altri parametri cinematici.


È quanto accade nel caso in esame esprimendo le deformazioni generalizzate in termini delle variabili cinematiche.


In particolare questo accoppiamento è introdotto dall’espressione dello scorrimento medio.


La discretizzazione dell’integrale


		�INCORPORA Equation.2���debTM)dW


fornisce


		dyTKby


ove la matrice Kb è data da


		Kb =�INCORPORA Equation.2���FTyLTDbLFydW.


La discretizzazione dell’integrale


		�INCORPORA Equation.2���desT T)dW


consegna invece la seguente espressione


		dyTKyyy+dyTKyww +dwTKwyy+dwTKwww


Ne consegue che il significato delle matrici che compaiono nella (24) è il seguente:


		KeE,s =Keww=�INCORPORA Equation.2���GTDsGdW


	KeE,bs =Kewy =�INCORPORA Equation.2���GTDsFydW


	KeE,sb =Keyw =�INCORPORA Equation.2���FTyDsGdW


	KeE,b=Keb+Keyy=�INCORPORA Equation.2���FTyLTDbLFydW+�INCORPORA Equation.2���FTyDsFydW


Si osservi che, come era da attendersi, risulta:


		Keyw =(Kewy)T


KeG è denominata matrice di rigidezza geometrica e, come nel modello di Kirchhoff, presenta una definizione analoga essendo


		KeG=�INCORPORA Equation.2���GeTN0eGe)dW


ove con G è indicata la seguente matrice:


		G = � INCORPORA Equation.2  ���


L’osservazione che l’operazione di assemblaggio non introduce alcun accoppiamento tra i gradi di libertà sem, ye, we, consente di affermare che anche per l’intero sistema, le matrici di rigidezza elastica e geometrica conservano la stessa forma vista per il singolo elemento.


La forma discretizzata della formulazione integrale equivalente alle equazioni dell’equilibrio variato della piastra di Mindlin, è quindi data da:


		daT (KE- Ks)a = 0			"da


Si conclude pertanto che la lastra presenta variazioni di configurazioni, se il sistema


		(KE-Ks)a=0


ammette soluzione non banale.


Anche qui valgono le stesse considerazioni fatte per il modello di Kirchhoff, alle quali si rinvia.


Si richiama solo che per sistemi ad un solo parametro la ricerca della configurazione di stato critico conduce ugualmente ad un problema lineare di autovalori.
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