§ 6 Confronto tra il modello di Kirchhoff e il modello di Mindlin


La teoria di Mindlin è più complessa di quella di Kirchhoff: si chiede, quindi, quando vi sia la necessità pratica di ricorrere ad essa.


Questa è una domanda che si riferisce a ciò che si vuole dal modello adottato e al grado di precisione richiesto.


La differenza tra i due modelli cinematici è che il primo considera la deformabilità al taglio trasversale, anche se con una legge molto semplice correggendo l’incongruenza con l’introduzione del fattore di taglio, invece il secondo non considera la predetta deformabilità; tuttavia il modello di Kirchhoff rappresenta la soluzione esatta del problema dell’elasticità tridimensionale per lo spessore h della piastra tendente a zero.


Da un punto di vista pratico, diventa allora importante precisare quanto tale valore dello spessore debba essere piccolo, ossia quando la deformabilità al taglio trasversale possa considerarsi significativa.


Nel caso del materiale isotropo ciò si traduce semplicemente nell’imporre una condizione al valore del rapporto tra un lato della piastra e lo stesso spessore; per il materiale ortotropo ciò non è possibile in quanto la deformabilità al taglio è influenzata fortemente dal grado di ortotropia, sintetizzato nei materiali pultrusi dal rapporto tra il modulo elastico longitudinale nella direzione delle fibre e quello tangenziale.


É proprio l’elevato valore di questo rapporto realizzabile nei materiali composti che ha reso importante gli effetti associati alla deformabilità al taglio e quindi la necessità della sua considerazione nei modelli cinematici, ovverosia un miglioramento della teoria di Kirchhoff.


Va tuttavia detto che in generale la significatività della deformazione al taglio dipende da un certo numero di parametri della piastra, quali:


grado di ortotropia


parametri geometrici (ad esempio il rapporto tra lo spessore e la geometria in pianta della piastra);


tipo e rapporto di variazione dei carichi esterni;


condizioni al contorno;


aspetto del comportamento che si intende cogliere col modello.


A causa dell’elevato numero di questi parametri e al fatto che le soluzioni in forma chiusa (o analitica) sono ottenibili solo per piastre con semplici geometrie, condizioni al contorno e di carico, è difficile, se non impossibile, presentare risultati qualitativi di natura generale.


Tuttavia, un caso particolarmente semplice in cui è possibile fare questi tipi di valutazione è quello della piastra nelle cosiddette condizioni di flessione cilindrica: si tratta cioè di una piastra rettangolare che presenta un elevato rapporto tra la lunghezza e la larghezza in modo che, sotto particolari condizioni di carico, la deformata, ad una considerevole distanza dalle estremità, può essere assunta cilindrica con l’asse del cilindro parallelo alla lunghezza della piastra.


In questo caso il problema differenziale, che regola il comportamento della piastra, si semplifica notevolmente diventando monodimensionale e ottenendo un’equazione simile a quella della trave: il comportamento della piastra, infatti, lontano dalle estremità corte, è proprio quello di una trave che presenta, per la simmetria imposta dalla flessione cilindrica, la contrazione trasversale impedita.


Le caratteristiche globali del comportamento, prese in considerazione, sono il carico critico, per carico laterale normale di compressione agente nella direzione del lato corto, e lo spostamento massimo, per carico agente in direzione ortogonale al piano medio della piastra. Tale carico presenta legge sinusoidale nella direzione del lato corto e, chiaramente, legge costante nella direzione trasversale.


Si consideri una piastra rettangolare infinitamente lunga in direzione y.


Se i carichi superficiali trasversali  sono espressi da funzioni del tipo q=q(x) o le sollecitazioni membranali nella configurazione di prebuckling sono date da funzioni del tipo � INCORPORA Equation.2  ���(x,y)=� INCORPORA Equation.2  ���(x), � INCORPORA Equation.2  ���(x,y)=0, � INCORPORA Equation.2  ���(x,y)=0, allora la superficie deformata è cilindrica e quindi le variabili cinematiche generalizzate verificano le seguenti condizioni:


	modello di Kirchhoff


uo (x,y)= uo (x), vo (x,y)=0, w (x,y) = w (x);


	modello di Mindlin


uo (x,y)=uo (x), vo(x,y)=0, w(x,y) = w (x), yx (x,y)=yx(x), yy (x,y)=0.


Sostituendo queste condizioni nelle equazioni dell’equilibrio elastico, si ottengono le seguenti equazioni differenziali ordinarie:


Per il modello di Kirchhoff


	Analisi dell’inflessione sotto l’azione del carico 	trasversale q(x)


D11� INCORPORA Equation.2  ��� -q(x) = 0


	Analisi del carico critico


D11� INCORPORA Equation.2  ��� -� INCORPORA Equation.2  ���( Nx( 0) � INCORPORA Equation.2  ���) = 0					(28)


Per il modello di Mindlin


	Analisi dell’inflessione sotto l’azione del carico 	trasversale q(x)


A55(� INCORPORA Equation.2  ��� + � INCORPORA Equation.2  ���) + q(x) = 0


D11� INCORPORA Equation.2  ��� - A55(� INCORPORA Equation.2  ��� + yx) = 0


	Analisi del carico critico


A55(� INCORPORA Equation.2  ��� + � INCORPORA Equation.2  ���) + � INCORPORA Equation.2  ���( Nx( 0) � INCORPORA Equation.2  ���) = 0				(29)


D11� INCORPORA Equation.2  ��� - A55(� INCORPORA Equation.2  ��� + yx) = 0


A queste equazioni, che sono rispettivamente quella della trave di Eulero-Bernoulli e della trave di Timoshenko, salvo a sostituire la rigidezza flessionale di trave con quella di piastra, vanno associate le condizioni al contorno sui lati lunghi di equazione x = 0 e x = a, anch’esse tali da essere indipendenti dalla coordinata y.


Per semplicità di trattazione, e in vista degli scopi prefissi, si considerano come condizioni al contorno quelle di semplice appoggio sia sul lato x=0 che sul lato x=a.


Tali condizioni sono espresse, sia per il modello di Kirchhoff che per quello di Mindlin, dalle stesse equazioni:


		w = 0		Mx = 0


risultando per la flessione cilindrica yy = 0.


La condizione naturale va espressa in funzione delle variabili cinematiche generalizzate attraverso il legame costitutivo, ove:


per il modello di Kirchhoff


		Mx = - D11� INCORPORA Equation.2  ���


per il modello di Mindlin


		Mx = D11� INCORPORA Equation.2  ���


Si consideri l’analisi della flessione sotto il carico trasversale q=q(x) e, per semplicità, si assuma che questo vari con legge sinusoidale, ossia q(x)=qosin (px/a).


La particolare forma del carico consente di determinare immediatamente gli integrali delle equazioni differenziali, essendo espressi nel modello di Kirchhoff da una funzione del tipo:


			w = WK sin (px/a),


mentre in quello di Mindlin dalle funzioni:


			w = WM sin (px/a) e yx = XM cos (px/a).


Le funzioni proposte verificano le condizioni ai limiti e, sostituite nelle rispettive equazioni, forniscono nel modello di Kirchhoff una equazione algebrica omogenea nell’incognita WK, mentre nel modello di Mindlin un sistema di equazioni algebriche nelle incognite WM e XM.


Risolvendo queste equazioni si ottengono:


					WK = � INCORPORA Equation.2  ���


	WM = � INCORPORA Equation.2  ��� (1 + � INCORPORA Equation.2  ���)		e		XM = - � INCORPORA Equation.2  ��� .


Si esamini ora l’influenza della deformabilità al taglio sul carico critico, considerando il caso in cui � INCORPORA Equation.2  ���(x) = N0.
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