agente sul contorno, dia luogo ad uno stato di sollecitazione membranale di pura compressione in tutta la struttura.


Questo fatto si riflette in due fasi importanti, non disgiunte tra loro, del processo di formazione del modello: la discretizzazione e la definizione delle condizioni di vincolo.


La discretizzazione risponde ai seguenti quesiti:


Quale tipo di elemento usare


Quanti elementi usare


Quale densità di discretizzazione adottare


Quale forma ritenere accettabile per gli elementi


Riguardo gli ultimi due quesiti, data la semplicità della struttura da elaborare, una lastra rettangolare, si sono considerati elementi rettangolari con un valore del rapporto di forma -rapporto tra i lati dell’elemento, RF- pari ad 1 o a 2, in funzione di quello tra i lati della piastra, e una densità di discretizzazione uniforme.


In letteratura, relativamente ad elementi rettangolari, viene spesso volte detto che sono da evitare elementi rettangolari con un rapporto tra i lati molto elevato.


Una giustificazione qualitativa di questa indicazione può essere individuata nella circostanza che la funzione area dell’elemento, che �
interviene nella definizione delle proprietà dell’elemento, si presenta male condizionata rispetto al valore del lato corto per valori elevati del rapporto tra i lati.


Per avere un tale comportamento occorrono infatti rapporti tra i lati pari a 6÷10, pertanto nel caso in esame, avendo assunto al più RF=2 si può essere certi del buon comportamento numerico dell’elemento.


Riguardo invece i primi due quesiti, appare opportuno prenderli in esame insieme alla definizione delle condizioni di vincolo.


La scelta dell’elemento dipende chiaramente innanzitutto dal tipo di analisi che deve essere condotta.


Dire ora che un codice di calcolo agli Elementi Finiti consente un certo tipo di analisi significa che nella sua libreria di elementi presenta quelli che consentono tale tipo di analisi.


A conclusione del paragrafo §IV.3, si sono fatte le seguenti considerazioni per l’elemento finito nella linear buckling analysis: 


1. Deve essere dotato di rigidezza membranale e flessionale. 


2. La presenza negli autovettori dei gradi di libertà membranale rigorosamente nulli deriva dal disaccoppiamento meccanico e dall’adozione delle relazioni non lineari di Von Karman.


L’elemento finito va allora scelto nell’ambito di quegli elementi, appartenenti alla libreria del programma, che abbiano le due suddette rigidezze, anche se quella membranale, nella teoria dell’elemento, interviene limitatamente alla valutazione solo di un comportamento lineare, qual’è appunto quello posseduto dalla lastra piana perfetta nella configurazione di prebuckling.


Nel Lusas sono dotati di questo comportamento, gli elementi denominati SHELL, ossia gli elementi gusci e tra questi, quelli che consentono un’analisi non lineare, sono:


L’elemento semiloof QSL8 di Iron, per modellare il comportamento dei gusci per i quali sia trascurabile la deformabilità a taglio e abbiano un comportamento alla Kirchhoff;


l’elemento misto thick shell QTS4, che è invece adatto per modellare gusci nei quali è tenuto conto la deformabilità a taglio secondo il modello di Mindlin.


L’elemento guscio semiloof QSL8 è il prodotto finale di più di dieci anni di ricerca da parte del prof. Iron.


Si tratta di un elemento molto complesso, per stessa ammissione del suo inventore, che però risulta altamente competitivo e sembra essere, al momento, uno dei migliori elementi per modellare i gusci sottili.


Per la discretizzazione della formulazione irriducibile in termini di spostamenti della teoria della piastra di Kirchhoff è richiesto che le funzioni di forma siano di classe C1.


Senonchè si mostra con ragionamenti elementari, che è impossibile specificare semplici espressioni polinomiali che garantiscano la completa conformità del modello quando nei nodi dell’elemento siano prescritti soltanto i valori della funzione w e delle sue derivate.


Anche se in letteratura sono stati proposti elementi non conformi, che presentano in determinate circostanze un buon comportamento, la difficoltà di stabilire per essi la convergenza e il desideri di avere comunque un elemento con delle buone prestazioni in generale, ha indirizzato la ricerca di quest’ultimi verso altre direzioni che non fossero solo quella della formulazione diretta.


Un possibile approccio a tale problema è quello che deduce l’elemento finito per la piastra di Kirchhoff da un elemento di Mindlin imponendo i vincoli discreti di Kirchhoff, cioè che siano nulle le deformazioni taglianti trasversali non in tutti i punti dell’elemento ma soltanto in alcuni, oppure su linee o sottodomini, in quest’ultimi due casi la condizione è imposta in senso integrale.


L’introduzione dei vincoli discreti di Kirchhoff stabilisce dei legami tra i gradi di libertà del guscio spesso imiziale tali che, effettuando successivamente l’integrazione numerica delle proprietà dell’elemento, scompare il contributo della deformabilità tagliante. Il significato di questi vincoli va pertanto interpretato alla luce dell’integrazione numerica.


Di questo tipo è l’elemento semiloof di Iron, ottenuto dal guscio spesso di Ahmand, imponendo i vincoli di Kirchoff sia sul dominio che sul contorno; questi sono dati considerando le seguenti condizioni integrali:


	�INCORPORA Equation.2���gxzdW =0,	�INCORPORA Equation.2���gyzdW =0,	�INCORPORA Equation.2���gnzds =0.		(1)


A costo di procedimenti algebrici molto complessi, le (1) conducono alla riduzione dei gradi di libertà iniziali, indicati in fig.1, a quelli riportati in fig.2, ove è rappresentata la configurazione nodale finale dell’elemento semiloof.


Si tratta di un elemento ad 8 nodi, con i nodi posti nei vertici e nella metà di ciascun lato, i midside nodes.


Per i nodi d’angolo i gradi di libertà attivi sono solo le tre traslazioni secondo le direzioni di un fissato riferimento cartesiano ortogonale; per i midside nodes invece sono cinque: le tre traslazioni e poi sono considerate le due rotazioni normali nei due punti di Gauss lungo ciascun lato, indicati da Iron come “loof node”(fig.3).


L’elemento thick shell QTS4 è un elemento di tipo misto; ciò lo si è dedotto da una piccola nota riportata nel manuale della libreria degli elementi, non essendo invece descritto in quello di teoria.


In tale nota vi si afferma che per questo elemento è assunto un campo di deformazioni taglianti trasversali per prevenire il fenomeno dello shear locking quando il guscio diventa sottile.


La modellazione diretta dello stato deformativo a fianco a quella del campo di spostamenti, è alla base della formulazione degli elementi finiti misti.


Per la piastra di Mindlin è possibile effettuare la discretizzazione della formulazione irriducibile in termini di spostamenti, con funzioni di forma di classe C0, ottenendo gli elementi più semplici disponibili in letteratura in termini di formulazione, implementazione e applicazione.





Purtroppo la precisione degli elementi di questo tipo non è soddisfacente quando il rapporto tra un lato caratteristico della piastra e il suo spessore è grande, ovvero, più precisamente, quando risulta trascurabile la deformabilità a taglio. Viene infatti così ad essere stabilito un legame, indotto dal modello di spostamento, tra diverse componenti di deformazione.


L’eccesso di rigidezza, già insito in ogni approccio cinematico, viene notevolmente esaltato: lo schema discreto diventa incapace di rappresentare anche solo gli aspetti essenziali della risposta strutturale, risultando sottostimati anche quei parametri (tipicamente, gli spostamenti) che ci si attende essere adeguatamente approssimati pure da modelli relativamente poveri.


Il verificarsi di questa circostanza nel modello polinomiali di Mindlin, accade perchè gli stati di deformazione delle curvature flessionali costanti sono solo apparentemente presenti. Questi infatti, risultano proporzionali agli stessi coefficienti da cui dipende lo scorrimento medio:


		c µ a		 t µ a


avendo indicato genericamente con a tale coefficiente comune.


Nelle piastre sottili, ove tx è molto piccolo, comporta che lo è anche il coefficiente a, e ciò induce un vincolo all’elemento, risultando impedito di deformarsi anche flessionalmente.


In simboli, cioè, risultano verificate le seguenti implicazioni


	t®0	 Þ	a®0	Þ	 c®0


ottenendo così dal modello un vincolo che nel comportamento della piastra non è presente.


Questo effetto di irrigidimento è noto come shear locking (Cfr. Appendice A)


Il suddetto elemento non dovrebbe quindi essere considerato valido: i modi a deformazione costante, pur entrambi presenti, non sono indipendenti l’uno dall’altro.


Da qui l’idea di rappresentare indipendentemente lo stato di deformazione di taglio trasversale e su cui si basa la formulazione dell’elemento QTS4.


Chiaramente tale accorgimento non è la panacea del problema, visto che le difficoltà escono dalla porta ed entrano dalla finestra sotto mentite spoglie.


Il problema richiede infatti un’analisi approfondita per la quale si rinvia alla letteratura specializzata.


L’elemento quadrilatero QTS4 è un elemento a quattro nodi posti nei suoi vertici e i gradi di libertà sono dati dalle tre traslazioni e le due rotazioni intorno alle direzioni ortogonali tra loro e individuanti il piano tangente al guscio nel nodo (fig.4).


La scelta del tipo di elemento finito è dunque condizionata; si sente allora la necessità di verificare se tali elementi siano appropriati per l’analisi della piastra. L’osservazione che l’elemento piastra possa essere considerato come un elemento guscio con curvatura nulla in ogni suo punto è abbastanza riduttivo.


La teoria dell’elemento finito piastra è diversa da quella dell’elemento finito guscio.


Una differenza fondamentale riscontrata tra gli elementi implementati dal LUSAS e la teoria semilineare dell’elemento piastra è l’adozione del tipo di relazione non lineare tra spostamenti e deformazione.


Negli elementi QSL8 e QTS4 sono adottate le relazioni più generali di Green Lagrange sicchè una sua conseguenza è la presenza negli autovettori rappresentanti le deformate critiche, anche dei gradi di libertà membranali.


Preme osservare che questo fatto non è che stravolge la fenomenologia: la stabilità della lastra avviene sempre per biforcazione; essa sarà però questa volta definita da autovettori con i gradi dilibertà membranali che sono praticamente nulli nei confronti di quelli flessionali; non è inoltre alterato il valore del moltiplicatore critico.


Laddove come vincoli membranali sono adottati solo quelli in numero strettamente sufficiente ad eliminare ogni atto di moto rigido piano, per non alterare lo stato di sollecitazione membranale costante nella lastra, dalla linear bucling vengono forniti, per certi valori delle proprietà elastiche del materiale e del rapporto tra i lati della piastra, anche delle deformate critiche che sono caratteristiche di una trave nel piano della lastra.


La necessità di eliminare questo “inconveniente” si è presentata, in modo prepotente, per l’elevato numero di strutture che dovevano essere elaborate, per la non conoscenza a priori di quale sarebbe stato il numero dell’autovettore che forniva la deformata critica della lastra, e dal dover definire un post processore che andasse a leggere nel file di uscita il corrispondente autovalore.


Appare chiaro da queste considerazioni che il provvedimento da adottare è quello di agire sulle condizioni di vincolo nel piano della struttura.


La loro definizione chiaramente non è casuale ma è mirata ad alterare nel modo minimamente possibile lo stato di sollecitazione membranale costante in tutta la lastra.


In questo tipo di indagine, è stato provvidenziale l’avere soluzioni in forma chiusa che, se anche relative a condizioni di vincolo di tipo flessionale diverse da quelle da analizzare, consentissero di poter giudicare sulla bontà della definizione di quelle membranali e allo stesso tempo sull’intensità della discretizzazione.


Le operazioni di testaggio condotte, e sintetizzate nelle tabelle riportate di seguito, hanno avuto preminentemente come scopo non quello di provare gli elementi finiti QTS4 e QSL8 (cioè non si sono fatti diagrammi di convergenza) per i quali nella stessa documentazione teorica a corredo del codice di calcolo è garantito che superi il patch test, ma sono servite come linea guida per la formazione del modello discreto.


Ci si è riferiti allo schema della piastra appoggiata su tutto il contorno, con riferimento alla quale nel §III.6 è stata fornita la soluzione in forma chiusa.


Per quanto riguarda le condizioni di vincolo nel piano xy, sono state considerate inizialmente solo quelle in numero strettamente sufficiente ad eliminare ogni atto di moto rigido piano.


La linear buckling della lastra con gli elementi QTS4, con il rapporto tra i lati a/b pari a 5 e le proprietà elastiche indicate in figura 5, ha fornito come primo modo critico quello di una trave nel piano xy (fig.5).


L’eliminazione di questi modi critici dall’analisi di stabilità è stata ottenuta disponendo una cortina di pendoli, trasversali, alla direzione di applicazione dello sforzo, lungo il lato di equazione y = 0 (fig.6).


Definite le condizioni di vincolo, la giusta discretizzazione deve derivare da un compromesso tra i seguenti fattori:


precisione ottenuta dall’analisi


tempo occorrente per effettuare questa analisi


capacità dell’eleboratore disponibile.


Nelle elaborazioni numeriche da svolgere, occorrerà considerare diversi valori del rapporto a/b, avendo fissato b e h, esprimenti rispettivamente la semilarghezza e lo spessore dell’ala del profilo in materiale pultruso.


Si adottano le seguenti notazioni:


DA indica il numero di parti uguali secondo cui è diviso il lato b


DB indica invece quello secondo cui è diviso il lato b


da è invece la misura del lato dell’elemento secondo il lato a della piastra, data da a/DA;


R = a/b


RF indica il rapporto o coefficiente di forma ed è dato da Rf = da/db


t tempo di elaborazione


n numero dei nodi 


Tanto premesso, l’esame delle tabelle 1 e 2 suggerisce di assumere una mesh così definita:


per RÎ[1, 5],		DB = 10 e RF = 1


per RÎ ]5, 10],		DB = 10 e RF = 2


In questo modo ogni curva di buckling risulta essere definita da ben 66 punti, rispetto ai 16 ÷ 20 punti ottenuti in un precedente lavoro  in cui lo studio è però affrontato col metodo delle differenze finite.
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