§2. Le simmetrie elastiche nel comportamento


Nell’interpretazione fisica dell’assioma di indifferenza materiale si è confrontato lo stesso stato tensionale, definito da componenti speciali della tensione espresse però in due riferimenti diversi.


Ora, invece, si confronterà la risposta del materiale sotto l’azione di due diversi stati tensionali, definendo la simmetria di comportamento rispetto al cambiamento di base da (i,j,k) a (i’,j’,k’).


Se i=i’, j=j’, k=-k’ si parla di simmetria di comportamento rispetto ad un piano che, nel caso in esame, è il piano definito dai versori i,j uscenti dal punto.


Se invece la simmetria di comportamento è rispetto al cambiamento di base da (i,j,k) ad una qualsiasi altra base (i’,j’,k’), allora si dice che si ha rispetto ad ogni piano passante per il punto e il legame è detto isotropo ; proprietà, quest’ultima, che è anche espressa dicendo che il materiale ha lo stesso comportamento in ogni direzione.


Rispetto alla terna x’,y’,z’ si consideri lo stato tensionale definito dai seguenti valori delle componenti speciali:


		sx=sx’,	 sy=sy’,	 sz=sz’,


		tyz=ty’z’,	 txz=tx’z’,	txy=tx’y’,


esso è diverso da quello definito dalle componenti speciale della tensione


		sx, sy, sz, tyz, txz, txy.


L’osservatore solidale alla terna x’,y’,z’ vede agente sul cubetto, con le facce normali agli assi x’,y’,z’ le stesse tensioni che l’osservatore solidale alla terna x,y,z vede sul cubetto con le facce normali agli assi x,y,z.


Tanto premesso si consideri la deformazione del cubetto connessa allo stato tensionale di componenti sx, sy, sz, tyz, txz, txy e definita dalle relazioni costitutive espresse nel riferimento x,y,z:


	ex=ex(sx,sy,sz,tyz,txz,txy), ey=ey(sx,sy,sz,tyz,txz,txy),...,


		...,gxy=gxy(sx,sy,sz,tyz,txz,txy).


Si consideri inoltre la deformazione del cubetto connessa allo stato tensionale di componenti


		sx=sx’, sy=sy’, sz=sz’, tyz=ty’z’, txz=tx’z’, txy=tx’y’.


Essa sarà definita dalle relazioni costitutive espresse nel riferimento x’,y’,z’:


ex’=ex’(sx=sx’, sy=sy’,..., txy=tx’y’),


ey’=ey’(sx=sx’, sy=sy’,..., txy=tx’y’),


...,


gx’y’=gx’y’(sx=sx’, sy=sy’,..., txy=tx’y’).


Se in generale non è fatta alcuna ipotesi sul comportamento del materiale, non si può dire nulla sul confronto tra le due deformazioni: i due osservatori, pur vedendo lo stesso cubetto con le stesse tensioni, vedranno diverse deformazioni, cioè una diversa risposta del cubetto. La simmetria di comportamento rispetto al cambiamento di base considerato, significa invece che essi vedranno la stessa deformazione, sicchè risulterà


ex’(sx=sx’, sy=sy’,..., txy=tx’y’)	=	ex(sx, sy,..., txy)


ey’=ey’(sx=sx’, sy=sy’,..., txy=tx’y’)=	ey(sx, sy,..., txy)


...,									(9)


gx’y’=gx’y’(sx=sx’, sy=sy’,..., txy=tx’y’)	=	gxy(sx, sy,..., txy)


Le considerazioni dianzi espresse sono di carattere generale e valgono quale che sia il legame costitutivo.


La loro formalizzazione analitica deve esprimere che nel cambiamento di riferimento, definente la simmetria di comportamento, le costanti elastiche non devono variare.


Visto la (9), ciò si traduce nel dover essere:


		C’=C=LCH-1


ovvero


		CH=LC 							(10)


Esplicitando la (10) si ottengono le condizioni che devono verificare le costanti elastiche affinchè la risposta rimanga invariata rispetto al fissato cambiamento di riferimento, traducente la condizione di simmetria.


Questa risposta, ossia l’ente cui riferirsi per dire che il comportamento dell’elemento materiale rimane invariato, può essere espressa equivalentemente in termini di stato tensionale, di stato deformativo o di funzione di energia di deformazione.


Nel discorso qualitativo dianzi fatto ci si è riferiti allo stato deformativo.


Definito il tipo di simmetria verificata dal materiale, per sapere come si particolarizza il legame costitutivo, occorre definire qual’è il tipo di trasformazione del sistema di coordinate, ossia occorre definire la matrice ortogonale che esprime il cambiamento della base di riferimento.


Se nel punto l’elemento materiale presenta la stessa risposta rispetto a due riferimenti diversi, allora si dice che esso possiede simmetria nel comportamento e l’operazione che porta l’uno riferimento a coincidere con l’altro è detta operazione di ricoprimento.


Una retta è, per un sistema, un asse di simmetria, o di ripetizione d’ordine n (n, numero intero) se ruotando il sitema intorno a questa retta di un angolo multiplo di 360°/n, ogni punto e ogni retta del sistema vanno ad occupare il posto di un altro punto e di un’altra retta ad essi identici per tutte le proprietà fisiche e geometriche, cosicchè vi sono n posizioni del sistema fisicamente e geometricamente indistinguibili.


Un piano si dice piano di simmetria per un sistema se il sistema rimane invariato nelle sue proprietà geometriche e fisiche scambiando ogni suo punto con quello simmetrico rispetto al piano dato, e ogni direzione con la direzione simmetrica rispetto al piano dato.


Queste due operazioni di ricoprimento sono le fondamentali: combinandone insieme due o più si formano operazioni di ricoprimento più complicate, che danno luogo alla definizione di altrettanti tipi di simmetria quando il sistema rimane invariato per tali operazioni.


In termini più semplici quindi l’operazione di ricoprimento esprime nient’altro che un cambiamento della base di riferimento, quello cioè, rispetto al quale il comportamento del materiale rimane invariato.


Si può pertanto identificare ciascuna operazione di ricoprimento con la matrice ortogonale che esprime il cambiamento di base.


L’osservazione che l’effetto di due, o più operazioni di ricoprimento permesse dal materiale, svolte succesivamente, in un qualsiasi ordine, è ancora un’operazione di ricoprimento permessa dal materiale oppure è l’operazione di ricoprimento identica, consente di affermare che l’insieme di tali operazioni, munita della suddetta legge di composizione interna, è un gruppo abeliano che può identificarsi con il gruppo delle matrici ortogonali.


In virtù della suddetta identificazione la matrice ortogonale esprimente un’operazione di ricoprmento qualsiasi, può essere ottenuta attraverso il prodotto delle matrici ortogonali delle operazioni fondamentali componenti l’operazione di ricoprimento in esame.


Così ad esempio se l’ operazione di ricoprimento A permessa dalla figura è una rotazione intorno all’ asse z di un angolo a combinata con la riflessione rispetto al piano xy, la matrica ortogonale A sarà data dal prodotto della matrice ortogonale Rz, con cui si identifica la rotazione intorno a z dell’angolo a, con la matrice ortogonale Rxy , con cui si identifica l’ operazione di riflessione rispetto al piano xy, cioè sarà:


		A= Rz Rxy


Imposto un certo tipo di simmetria e ottenuto il corrispondente legame costitutivo, questo può essere rispettoso anche di altri tipi di simmetria.


Così ad esempio imponendo che il materiale presenti un’asse di simmetria di ordine n, con n Ï(2,3,4), il legame che si ottiene definisce un materiale che presenta il piano ortogonale a tale asse come piano di isotropia, ovvero l’ asse di simmetria è di ordine infinitamente grande.


Il comportamento del materiale iperelastico lineare più generale, indicato come anisotropo, è espresso dalle seguenti equazioni:


ex = a11sx+a12sy+a13sz+a14tyz+a15tzx+a16txy


ey = a12sx+a22sy+a23sz+a24tyz+a25tzx+a26txy


ez = a13sx+a23sy+a33sz+a34tyz+a35tzx+a36txy


gyz= a14sx+a24sy+ a34sz+a44tyz+a45txz+a46txy


gxz= a15sx+a25sy+ a35sz+a45tyz+a55txz+a56txy


gxy= a16sx+ a26sy+ a36sz+ a46tyz+a56txz+ a66txy.


Tale legame è individuato assegnando solo 21 costanti elastiche, per la simmetria della matrice C.


Tali costanti aij sono espresse in funzione di altre, dette costanti tecniche ingegneristiche, di maggiore intuizione e interpretabili fisicamente riferendosi a prove elementari, che sono poi quelle che consentono di definirle quantitativamente.


Posto infatti:


aij= ±aij *aii 


con il segno - adottato nel legame tra le ei e le sj , risulta:


aij = ±aij / aii.


delle quali è immediato fornire l’interpretazione fisica.


Essendo infatti genericamente:


		ej(si)= aij*si


		ei(si)= aii*si


dal confronto di tali relazioni, consegue:


		ej(si)/ ei(si)= aij / aii = aij


sicchè aij si presenta, a meno del segno, da valutare caso per caso, come rapporto tra la deformazione ej prodotta da si e la deformazione duale ei.





La particolarizzazione del legame anisotropo alle varie condizioni di simmetria richiede la definizione della matrice ortogonale di trasferimento, e quindi l’esplicitazione del sistema di equazioni CH=LC nelle incognite costanti elastiche.


Si considerano le seguenti condizioni di simmetria:





presenza di un piano di simmetria


Sia ad esempio il piano xy.


La matrice ortogonale di trasferimento è data


A=� INCORPORA Equation.2  ���


Sviluppando le (10), si ottiene che devono valere le seguenti condizioni:


a14=0	a15=0		a24=0		a25=0		a34=0		a35=0


a46=0	a56=0


Le costanti elastiche indipendenti si riducono così a 13 e il legame diventa:


ex = a11sx+a12sy+a13sz+a16txy


ey = a12sx+a22sy+a23sz+a26txy


ez = a13sx+a23sy+a33sz+a36txy


gyz= a44tyz+a45txz


gxz= a45tyz+a55txz


gxy= a16sx+ a26sy+ a36sz+ a66txy


La validità di tale relazione implica che per uno stato tensionale di compressione uniassiale, definito ad esempio dalla sola sx, risulta gxz=0 e gyz=0. La direzione z è allora direzione principale di deformazione e quindi il piano xy, a deformazione avvenuta, si mantiene ortogonale all’asse z. Si ha tuttavia una deformazione nel piano xy, visto che gxy¹0. 


Il cubetto, soggetto a uno stato tensionale di compressione uniassiale, si deforma in un prisma ottenuto dalla sovrapposizione al parallelepipedo retto, definito da ex(sx), ey(sx), ez(sx), della deformazione prodotta da gyz(sx).





presenza di due piani di simmetria ortogonale


Siano ad esempio il piano xy e il piano xz.


La matrice ortogonale di trasferimento è allora data


A=� INCORPORA Equation.2  ���,


prodotto della matrice ortogonale relativa alla riflessione rispetto al piano xy e di quella relativa alla riflessione rispetto al piano xz.


Sviluppando le (10), si ottiene che devono valere le seguenti condizioni:


a14=0	a15=0	a16=0	a24=0	a25=0	a26=0	a34=0	a35=0	a36=0	a45=0 a46=0	a56=0.


Le costanti elastiche indipendenti si riducono così a 9 e il legame diventa:


ex = a11sx+a12sy+a13sz


ey = a12sx+a22sy+a23sz


ez = a13sx+a23sy+a33sz


gyz= a44tyz


gxz= a45tyz


gxy= a66txy


L’esame delle relazioni ottenute mostra che in questo tipo di comportamento si realizza il disaccoppiamento completo tra le tensioni normali e gli effetti di scorrimento angolare e viceversa; inoltre le cause taglianti producono solo lo scorrimento angolare duale.





presenza di tre piani di simmetria ortogonale


Questo tipo di simmetria è coincidente con il tipo precedente. Ciò può essere dedotto abbastanza facilmente riferendosi ai risultati ottenuti per la simmetria di comportamento rispetto ad un piano; si tratta, infatti di valutare come si deve presentare la deformazione connessa all’azione di ogni singola componente di tensione, assunto la validità della simmetria di comportamento rispetto a due piani ortogonali.


Siano ad esempio i piani xy e xz. 


Si osserva che per effetto dell’azione della sola sx, la simmetria rispetto al piano xy, implica che deve essere:


		gyz(sx)=0 gzx(sx)=0					a)


e quella rispetto al piano xz, invece che deve essere:


		gxy(sx)=0 gyz(sx)=0					b)


Per avere la simmetria anche rispetto al piano yz deve essere:


		gxy(sx)=0 gxz(sx)=0					c)


condizioni che sono garantite dalla validità delle a) e b).


Discorso analogo va fatto per le altre singole componenti di tensione.


In questo caso il legame è detto ortotropo.





presenza di un asse di simmetria


Si assuma tale asse coincidente con l’asse z.


La matrice ortogonale di trasferimento è data


A=� INCORPORA Equation.2  ���


Se a=360°/n è tale che aÏ(0,90°,120°,180°), ossia nÏ(2,3,4), sviluppando le (10) risulta che devono valere le seguenti condizioni:


a14=0;	a15=0;		a16=0;		a24=0;		a25=0;		a26=0;


a34=0;	a35=0;		a36=0;		a45=0;		a46=0;		a56=0


a11=a22;	a13=a23;	a44=a55;	a66=2(a11-a12);


Le costanti elastiche indipendenti si riducono così a 5 e il legame diventa:


ex = a11sx+a12sy+a13sz


ey = a12sx+a22sy+a23sz


ez = a13sx+a23sy+a33sz


gyz= a44tyz


gxz= a44tyz


gxy= 2(a11-a12)txy


Per a= 90°, ossia n =4, esplicitando le (10), per il rispetto di questa condizione di simmetria devono valere le seguenti condizioni:


a14=0;	a15=0;		a24=0;		a25=0;		a34=0;


a35=0;	a36=0;		a45=0;		a46=0;		a56=0


a11=a22;	a44=a55;	a13=a23;	a26= - a16.


Le costanti elastiche indipendenti sono 7 e il legame diventa


ex = a11sx+a12sy+a13sz+a16txy


ey = a12sx+a11sy+a13sz-a16txy


ez = a13sx+a13sy+a33sz


gyz= a44tyz


gxz= a44tyz


gxy= a16sx-a16sy+a66txy


Per a = 120°, ossia n = 3, dalle (10) si ottengono le seguenti condizioni:


a16=0;	a26=0;		a34=0


a35=0;	a36=0;		a45=0


a11=a22;	a55=a66


a13=a23;	a25= - a15;	a24= - a14;


a46=a25;	a56= a14;	a66= 2(a11-a12).


Le costanti elastiche indipendenti sono in questo caso7 e il legame diventa:


ex = a11sx+a12sy+a13sz+a14tyz-a15tzx


ey = a12sx+a11sy+a13sz-a14tyz+a25tzx


ez = a13sx+a13sy+a33sz


gyz= a14sx-a14sy+ a44tyz+a25txy


gxz= -a25sx+a25sy+ a44txz+a14txy


gxy= a25tyz+a14txz+2(a11-a12)txy


Per a = 180°, ossia n=2, dalle (10) si ottiene:


a14=0	a15=0		a24=0		a25=0		a34=0		a35=0


a46=0	a56=0


Le costanti elastiche indipendenti si riducono così a 13 e il legame diventa:


ex = a11sx+a12sy+a13sz+a16txy


ey = a12sx+a22sy+a23sz+a26txy


ez = a13sx+a23sy+a33sz+a36txy


gyz= a44tyz+a45txz


gxz= a45tyz+a55txz


gxy= a16sx+ a26sy+ a36sz+ a66txy


Si ottiene lo stesso legame che definisce la simmetria elastica rispetto al piano xy; ciò quindi significa che se il materiale presenta un piano di simmetria, allora possiede anche un asse di simmetria di ordine 2, dato dall’ asse ortogonale al piano, e viceversa.





Piano di isotropia


Questo tipo di comportamento si presenta quando nel punto esiste un asse di simmetria elastica di ordine infinitamente grande, sia esso ad esempio l’asse z.


In questo caso, tutte le direzioni appartenenti al piano normale al suddetto asse, sono equivalenti rispetto alle proprietà elastiche, e il corpo è isotropo in questo piano.


Per vedere come si particolarizza il legame anisotropo, occorre a solito, sviluppare la (10) considerando, per qualunque valore dell’angolo a, la matrice ortogonale


A=� INCORPORA Equation.2  ���


Si verifica, come già osservato, che il legame è lo stesso di quello ottenuto nel caso che il materiale presenti nel punto un asse di simmetria elastica di ordine n, con nÏ(2,3,4). 


Per comodità tale legame viene qui ripresentato, espresso però in funzione delle costanti tecniche:


ex =	� INCORPORA Equation.2  ��� sx - � INCORPORA Equation.2  ��� sy - � INCORPORA Equation.2  ��� sz


ey =	- � INCORPORA Equation.2  ���sx + � INCORPORA Equation.2  ���sy - � INCORPORA Equation.2  ���sz


ez =	-� INCORPORA Equation.2  ���sx - � INCORPORA Equation.2  ���sy + � INCORPORA Equation.2  ��� sz


gyz=	� INCORPORA Equation.2  ���tyz


gxz =	� INCORPORA Equation.2  ��� txz


gxy=	� INCORPORA Equation.2  ���txy


Esso è dunque definito dalle seguenti 5 costanti elastiche tecniche indipendenti (piano di isotropia xy):


			Ex,	Ez,	nxy,	nxz,	Gxz.


Il materiale che verifica questo tipo di comportamento viene detto anche trasversalmente isotropo, e l’asse di simmetria è detto asse di trasversa isotropia.





I legami che saranno presi in considerazione negli sviluppi successivi, sono quello ortotropo e il trasversalmente isotropo.


Il legame ortotropo, espresso in termini delle costanti tecniche e con le notazioni indicate in (1), assume la seguente forma:


e1=	� INCORPORA Equation.2  ���s1 - � INCORPORA Equation.2  ���s2 - � INCORPORA Equation.2  ���s3


e2=	- � INCORPORA Equation.2  ���s1 + � INCORPORA Equation.2  ���s2 - � INCORPORA Equation.2  ���s3


e3=	- � INCORPORA Equation.2  ���s1 - � INCORPORA Equation.2  ���s2 + � INCORPORA Equation.2  ���s3


e4=	� INCORPORA Equation.2  ���s4


e5=	� INCORPORA Equation.2  ���s5


e6=	� INCORPORA Equation.2  ���s6


Esso è dunque definito dalle seguenti 9 costanti elastiche indipendenti:


	E1,	 E2,	 E3,	n12,	 n13,	 n23,	 G32,	 G13,	 G12.


Le relazioni inverse sono date da:


s1= � INCORPORA Equation.2  ���e1 + � INCORPORA Equation.2  ���e2 + � INCORPORA Equation.2  ���e3


s2= � INCORPORA Equation.2  ���e1 + � INCORPORA Equation.2  ���e2 + � INCORPORA Equation.2  ���e3


s3= � INCORPORA Equation.2  ���e1 + � INCORPORA Equation.2  ���e2 + � INCORPORA Equation.2  ���e3


									(11)


s4= G32 e4


s5= G13 e5


s6= G12 e6


avendo posto:


D =  � INCORPORA Equation.2  ���


Nel caso di materiale trasversalmente isotropo, con l’asse 1 come asse di trasversa isotropia, risulta:


s1= � INCORPORA Equation.2  ���E1 e1	+  � INCORPORA Equation.2  ��� n21 E1 e2	+� INCORPORA Equation.2  ��� n21 E1 e3


s2=� INCORPORA Equation.2  ��� n12 E2 e1	+ � INCORPORA Equation.2  ��� e2	+ � INCORPORA Equation.2  ��� e3


s3= � INCORPORA Equation.2  ��� n12 E2 e1	+ � INCORPORA Equation.2  ��� e2+ � INCORPORA Equation.2  ��� e3


s4= � INCORPORA Equation.2  ��� s4							(12)


s5=  G12 s5


s6= G12 s6


essendo questa volta D dato da:


D =(1+n23)( 1-n23-2� INCORPORA Equation.2  ���)


Il legame ortotropo ridotto, ottenuto ponendo s33=0, è dato da:


s1= � INCORPORA Equation.2  ���e1 + � INCORPORA Equation.2  ���e2


s2= � INCORPORA Equation.2  ���e1 + � INCORPORA Equation.2  ���e2


s4= G32 e4							(13)


s5= G13 e5


s6= G12 e6


Il legame trasversalmente isotropo ridotto è invariato rispetto a quello ortotropo per quanto riguarda le tensioni normali, mentre varia solo nelle tensioni tangenziali.


Le tensioni normali, tenendo conto della proprietà di simmetria della matrice delle rigidità materiali, possono anche essere espresse nel seguente modo:


s1= � INCORPORA Equation.2  ���e1 + � INCORPORA Equation.2  ���e2


										(14)


s2= � INCORPORA Equation.2  ���e1 + � INCORPORA Equation.2  ���e2


Nelle (14), rispetto alle (13), compaiono però quattro costanti, E1, E2, n12, n21, tra le quali va tenuto appunto presente la relazione imposta dalla simmetria.


Nei modelli cinematici di piastra che assumono ez=0, le componenti speciali di tensione normale, che intervengono nella definizione delle caratteristiche interne, sono solo s1 e s2 , sia nel caso del legame tridimensionale che, a fortiori, nel caso del legame ridotto.


Queste componenti possono pertanto essere espresse, in generale, al seguente modo:


s1= a1e1 + a12e2


s2= a12e1 + a22e2


s4= a44 e4								(15)


s5= a55 e5


s6= a66 e6


risultando:


per il legame tridimensionale


a11 =� INCORPORA Equation.2  ���, a12 =� INCORPORA Equation.2  ��� , a22 =� INCORPORA Equation.2  ��� ,


										(16)


a44 = G32 , a55 = G31 , a66 = G12








per il legame ridotto


a11 = � INCORPORA Equation.2  ��� , a12 = � INCORPORA Equation.2  ���, a22 = � INCORPORA Equation.2  ��� ,


										(17)


a44 = G32 , a55 = G31 , a66 = G12
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