Secondo l’approccio agli spostamenti del metodo agli elementi finiti, occorre riferirsi alla formulazione irriducibile, espressa in termini di spostamenti.


Come si è avuto modo di dire, tale formulazione è ottenuta sostituendo nella (7) alle caratteristiche della sollecitazione interna, il legame costitutivo.


Poichè le variabili statiche generalizzate presenti nella (7) sono quelle indotte dalla variazione di configurazione, saranno espresse, in funzione delle variabili cinematiche, definenti la variazione stessa.


Il legame costitutivo è espresso, in assenza di accoppiamento meccanico, dalle seguenti relazioni


		N = Dm em		M = Db eb				(8)


avendo indicato rispettivamente con Dm e Db le matrici delle rigidezze membranali e flessionali.


Tali matrici sono così definite:


	Dm =� INCORPORA Equation.2  ���,		 Db =� INCORPORA Equation.2  ���


Sostituendo le (5) nelle (8) e quindi le (8) nelle (7) e tenendo conto delle (6) si ottiene finalmente la formulazione irriducibile data dalla seguente espressione:


�INCORPORA Equation.2���( Ldsm)TDmLsm+( LdÑw)TDbLÑw]dW-�INCORPORA Equation.2���(AdÑw)TN0dW (10)


La discretizzazione è ottenuta introducendo un’interpolazione nell’elemento delle variabili cinematiche generalizzate in termini dei gradi di libertà nodali e, che molto genericamente, può essere espressa nel seguente modo:


		se =� INCORPORA Equation.2  ���=Feae


Fe indica la matrice delle funzioni di forma e ae il vettore dei gradi di libertà nodali.


In ae le componenti sono considerate raggruppate ordinatamente per nodi. 


Detto n il numero dei nodi connessi dall’elemento, risulta:


		ae =� INCORPORA Equation.2  ���		� INCORPORA Equation.2  ���=� INCORPORA Equation.2  ���


in cui aei,m e con aei,b indicano rispettivamente i vettori colonna dei gradi di libertà membranali e flessionali del nodo i.


Ne consegue che la matrice Fe si presenta così ripartita:


		Fe = [Fe1 Fe2   Fen],


in cui la singola matrice Fei è data da:


		Fei=� INCORPORA Equation.2  ���


ove Fei,m indica la matrice delle funzioni di forma interpolanti i gradi di libertà membranali mentre Fei,b è quella delle funzioni di forma interpolanti i gradi di liberta flessionali.


Risulta, pertanto:


		sem=Fei,m aei,m 	mentre	w=Fei,b aei,b		(10)


Queste relazioni definiscono il modello di spostamento per l’elemento ed esprimono le variabili cinematiche come combinazione lineare delle funzioni di forma attraverso coefficienti incogniti.


Ogni specificazione di questi coefficienti, definisce un campo di spostamento congruente per l’elemento.


In questo modo sono considerati solo le configurazioni congruenti dell’elemento descritte dalle (10).


Ne consegue che variazioni di configurazione per l’elemento, sono ottenute da una variazione di tali parametri secondo le seguenti espressioni:


		dsem=Fei,m daei,m		 dw=Fei,b daei,b		(11)


Siccome si sta trattando un singolo elemento, e per non appesantire la simbologia, sarà in seguito omesso l’apice “e “. Sarà invece reintrodotto se le condizioni lo riterranno necessario.


L’introduzione delle (10) e (11) nella (9) fornisce la discretizzazione desiderata.


A tal fine, si osservi:


		Ñw = � INCORPORA Equation.2  ���= � INCORPORA Equation.2  ���


Ñw può essere quindi espresso in forma matriciale:


		Ñw =Gab


avendo indicato con G la matrice così definita


		G = � INCORPORA Equation.2  ���


e con ab il vettore:


		ab=� INCORPORA Equation.2  ���.


Risulta, quindi


		dÑw =Gdab


Se si indica con Fm la matrice così definita


		Fm = [Fm,1 Fm,2... Fm,n],


è


		sm= Fm am


ove


		am=� INCORPORA Equation.2  ���,


e quindi


		dsm= Fm dam


Attese queste relazioni, la loro sostituzione nella (9) fornisce:


�INCORPORA Equation.2��� damTFmTLTDmLFmam+dabTGTLTDbLGab)dW +


-�INCORPORA Equation.2���dabTGTATN0)dW			(12)


Indicato con N0 la seguente matrice


		N0=� INCORPORA Equation.2  ���


qui denominata come “matrice dello stato di sollecitazione iniziale”, è facile constatare in maniera diretta la seguente uguaglianza


	ATN0=� INCORPORA Equation.2  ��� � INCORPORA Equation.2  ���=� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���=N0Ñw


La sua forma discretizzata è, pertanto:


		ATN0= N0Ñw= N0Gab


che sostituita nella (12) fornisce finalmente:


�INCORPORA Equation.2��� damTFmTLTDmLFmam+dabTGTLTDbLGab)dW +


-�INCORPORA Equation.2���dabTGTN0Gab)dW						(13)


o, equivalentemente:


		damTKeE,mam+dabTKeE,bab-dabT KeGab			(14)


avendo definito le seguenti matrici simmetriche


KeE,m=�INCORPORA Equation.2���FemTLTDemLFem)dW matrice di rigidezza elastica membranale


KeE,b=�INCORPORA Equation.2���GeTLTDebLGe)dW matrice di rigidezza elastica flessionale


KeG=�INCORPORA Equation.2���GeTN0eGe)dW matrice di rigidezza geometrica o delle tensioni iniziali o di stabilità.


Le suddette denominazioni sono giustificate dal significato dell’integrale di cui rappresentano la forma discretizzata; significato su cui ci si è soffermati estesamente nella prima parte di questo paragrafo.


La denominazione assegnata alla matrice KG vuole sottolineare che questa incorpora l’influenza che i carichi (e conseguenti sforzi) presenti nella configurazione fondamentale esercitano per effetto di un cambiamento di geometria.


Se si pone:


ae =� INCORPORA Equation.2  ���,		KeE=� INCORPORA Equation.2  ���,		Kes=� INCORPORA Equation.2  ���


la (14) può essere espressa al seguente modo:


		daeT(KeE- Kes)ae


e quindi la discretizzazione della formulazione integrale equivalente dell’intero sistema è data da:


		� INCORPORA Equation.2  ��� daeT (KeE - Kes)ae = 0				(15)


da valere qualunque sia la variazione di configurazione congruente, definita dalla variazione dei gradi di libertà nodali.


Per ricostruire la congruenza è necessario però esprimere i gradi di libertà ae degli elementi isolati in funzione dei parametri liberi a, gradi di libertà nodali della struttura assemblata.


Questa operazione è realizzata attraverso le matrici di connettività Le per le quali risulta


		ae = Lea


che, sostituite nella (15), fornisce finalmente le equazioni dell’equilibrio variato dello schema discreto cui la modellazione finita ha ricondotto il problema.


Si osservi che l’assemblaggio elimina la possibilità di spostamenti rigidi relativi tra gli elementi. Sono quindi rimosse le singolarità a essi associate, mentre sopravvivono solo quelle dovute a eventuali moti rigidi dello schema discreto nel suo complesso. Se pertanto i vincoli sono tali da impedire atti di moto rigido, la matrice di rigidezza dell’intero sistema non è singolare.


Possono darsi circostanze in cui la struttura, soggetta a forze globalmente equilibrate, non sia vincolata (o vincolata solo parzialmente): le singolarità nella matrice ri rigidezza elastica del sistema vengono allora eliminate vincolando isostaticamente lo schema discreto.


Ad assemblaggio effettuato, si ottiene:


		daT � INCORPORA Equation.2  ���LeT (KeE - Kes) Lea = 0		"da


e quindi


		daT(KE - Ks) a = 0			"da		(16)


avendo posto


		KE  = � INCORPORA Equation.2  ���LeT KeE Le			Ks = � INCORPORA Equation.2  ���LeT Kes Le


Dalla (16) si deduce che la configurazione fondamentale C0 presenta configurazioni di equilibrio variato se il sistema


		(KE - Ks)a = 0


ammette soluzione non banale.


L’operazione di assemblaggio, realizzata con le matrici di connettività non introduce alcun accoppiamento tra i gradi di libertà membranali e quelli flessionali; ciò quindi vuol dire che le matrici di rigidezza dell’intero sistema discreto conservano la stessa struttura che hanno per il singolo elemento finito.


Le matrici KE e Ks  saranno allora così definite:


	KE=� INCORPORA Equation.2  ���,		Ks=� INCORPORA Equation.2  ���		(18)


se le componenti del vettore a dei gradi di libertà nodali del sistema si intendono ordinate nel modo seguente:


		a =� INCORPORA Equation.2  ���.							(19)


La soluzione del sistema (17),visto le (18) e le (19) implica quella dei due seguenti sistemi:


		KE,m am = 0


		(KE,b- KG) ab = 0						(20)


Dal primo di essi si ricava che am = 0, essendo la matrice KE,m


non singolare se però i vincoli sono tali da impedire atti di moto rigido “membranali”, cioè atti di moto rigido piano; dal secondo sistema invece, risulta che può essere ab ¹ 0, a seconda di come si presenta il
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