§7 La lastra rettangolare semplicemente appoggiata sul suo contorno


Le equazioni differenziali dell’equilibrio variato possono essere risolte sia analiticamente che numericamente.


La soluzione analitica è disponibile però solo per particolari geometrie e condizioni al contorno, sicchè nella generalità dei casi occorre, giocoforza, ricorrere a metodi di soluzione numerica.


Pur vivendo nell’epoca degli elaboratori elettronici, lo sforzo di presentare soluzioni in forma chiusa può apparire anacronistico; tuttavia il valore delle semplici soluzioni analitiche non va assolutamente sottovalutato e di solo interesse accademico.


Sono infatti queste soluzioni che contribuiscono ad accrescere la conoscenza e l’intuito del fenomeno, e a dover essere usate per testare ad esempio i programmi agli elementi finiti.


È qui presentata, limitatamemente ad un problema semplice, un’applicazione relativa alla determinazione del carico critico e del modo critico di una lastra rettangolare semplicemente appoggiata sul contorno, attraverso l’integrazione delle equazioni (26) e (27), con le corrispondenti condizioni al contorno, rispettivamente per il modello di Mindlin e di Kirchhoff.


Si consideri dunque una piastra rettangolare di dimensioni in pianta a, b che sia semplicemente appoggiata su tutti i suoi lati e compressa da forze normali uniformemente distribuite lungo i lati di equazione x=0 e x=a, di intensità N, positive se di compressione.


La soluzione del problema differenziale dell’equilibrio variato richiede innanzitutto la determinazione dello stato di sollecitazione membranale nella configurazione fondamentale.


Per le ipotesi poste, questo è uno stato di compressione costante in direzione x, risultando � INCORPORA Equation.2  ���(x,y)=N, � INCORPORA Equation.2  ���(x,y)= 0, � INCORPORA Equation.2  ���(x,y)= 0, sicchè le equazioni differenziali risolventi il problema sono a coefficienti costanti.


Per il modello di Mindlin il problema differenziale da risolvere è dunque dato da:


� INCORPORA Equation.2  ���


� INCORPORA Equation.2  ��� (26)


� INCORPORA Equation.2  ���


con le condizioni al contorno :


Mx = 0	yy = 0	 w = 0 sui lati di equazione x=0 e x=a


My = 0	yx = 0 	w = 0 sui lati di equazione y=0 e y=b


delle quali, quelle naturali, date dall’annullamento dei momenti normali al lato, vanno chiaramente espresse in termini delle variabili cinematiche generalizzate incognite del problema.


Data la particolare forma delle equazioni e delle condizioni al contorno, è possibile procedere all’integrazione diretta del problema differenziale, esprimendo le funzioni incognite come un prodotto di un coefficiente da determinarsi, e delle funzioni seno e/o coseno.


La scelta di quest’ultime dipende dalle condizioni al contorno mentre i coefficienti sono determinati imponendo che le equazioni differenziali siano soddisfatte.


Così facendo quest'ultime sono trasformate in un sistema di equazioni algebriche in cui le incognite sono i coefficienti.


Si assuma


w=Wmnsin(� INCORPORA Equation.2  ���x) sin(� INCORPORA Equation.2  ���y)


yx=Xmncos(� INCORPORA Equation.2  ���x) sin(� INCORPORA Equation.2  ���y)					(28)


yy=Ymnsin(� INCORPORA Equation.2  ���x) cos(� INCORPORA Equation.2  ���y)


in cui m ed n sono due interi positivi.


E' immediato constatare che le (28) soddisfano identicamente le condizioni ai limiti.


Affinche' pero' tale terna di funzioni possa avere il significato di soluzione del problema differenziale, occorre che verifichi il sistema di equazioni (26).


La sostituzione delle (28) nelle (26) fornisce allora:


[W(a2A55+b2 A44-a2� INCORPORA Equation.2  ���)+aA55X+bA44Y] sin(� INCORPORA Equation.2  ���x) sin(� INCORPORA Equation.2  ���y)=0


[WaA55+(a2D11+b2D66+A55)X+ab(D12+D66)Y]cos(� INCORPORA Equation.2  ���x)sin(� INCORPORA Equation.2  ���y)=0


[WbA44+(ab(D12+D66)X+(a2D66+b2D22+A44)Y]sin(� INCORPORA Equation.2  ���x)cos(� INCORPORA Equation.2  ���y)=0


										(29)


in cui si e' posto 


		a=� INCORPORA Equation.2  ���		b=� INCORPORA Equation.2  ���


Affinchè le (29) siano verificate identicamente per ogni (x,y)ÎW, in corrispondenza di una variazione di configurazione definita da w(x,y), yx(x,y), yy(x,y), che non sia quella nulla, e' necessario che il sistema:


W(a2A55+b2 A44-a2� INCORPORA Equation.2  ���)+aA55X+bA44Y=0


WaA55+(a2D11+b2D66+A55)X+ab(D12+D66)Y =0			(30)


WbA44+(ab(D12+D66)X+(a2D66+b2D22+A44)Y =0


ammetti soluzione non banale.


Imponendo allora che il determinante della matrice dei coefficienti del sistema (30) sia nullo, si ottiene la seguente condizione


		det A=0							(31)


avendo posto 


		A=C-� INCORPORA Equation.2  ���B


dove


		C=� INCORPORA Equation.2  ���


		B=� INCORPORA Equation.2  ���


Nella (31) l’incognita è rappresentata dal valore di � INCORPORA Equation.2  ���, il quale, nelle ipotesi poste di comportamento prebuckling lineare, risulta essere in corrispondenza biunivoca con la configurazione, nel senso che ogni volta che si fissa � INCORPORA Equation.2  ��� è definita la configurazione del percorso di equilibrio cui ci si sta riferendo, essendo data dalla soluzione del problema membranale sotto l'azione di � INCORPORA Equation.2  ���.


Per ogni coppia (m,n) la soluzione della (31) fornisce allora il valore di � INCORPORA Equation.2  ��� che rendendo singolare il sistema (30) individua le configurazioni nelle quali l'equilibrio sussiste anche in quelle riflesse e quindi in esse si ha la perdita di stabilità. 


La (281) mostra inoltre che tali variazioni di configurazione, determinate solo nella forma e che sono denominate modi critici, risultano essere delle sinusoidi con m e n semionde rispettivamente nella direzione x di applicazione dello sforzo e nella direzione y.


Degli infiniti valori di � INCORPORA Equation.2  ��� uno per ogni scelta della coppia di numeri interi positivi m,n che rendono singolare il sistema (31), ha il significato di carico critico, il valore più piccolo. Indicato con cij gli elementi della matrice C, sviluppando la (31) si ottiene:


		a2� INCORPORA Equation.2  ���(� INCORPORA Equation.2  ���-c22c33)+detC=0


da cui


		� INCORPORA Equation.2  ���=� INCORPORA Equation.2  ���					(32)


Si osserva che � INCORPORA Equation.2  ���-c22c33 è certamente diverso da zero, in particolare risulta essere positivo, perchè si constata che la matrice C è definita positiva e � INCORPORA Equation.2  ���-c22c33 ne è un minore principale del secondo ordine.


La (32) fornisce dunque la successione dei valori di � INCORPORA Equation.2  ��� cui corrispondono configurazioni in cui si ha la perdita di stabilità.


Per ottenere il valore critico di � INCORPORA Equation.2  ���, denominato Nx,cr, è pertanto necessario minimizzare la (32) rispetto alle due variabili m,n.


Sviluppando la (33) si osserva che � INCORPORA Equation.2  ��� è una funzione crescente con n sicchè, per qualunque valore di a e b e delle costanti elastiche del materiale, il minimo si ottiene per n=1.


Risulta allora


		Nx,cr=� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���(m,n=1)					(33)


Si osserva che fissati i valori delle proprietà elastiche, al variare del rapporto tra i lati varia anche la forma del modo critico, in dipendenza del parametro m. Così, mentre la lastra si inflette sempre con una semionda nella direzione normale al carico, risultando n=1, il numero delle semionde nella direzione del carico è funzione del rapporto a/b.


Il carico critico Nx,cr fornito dalla (33) è espresso molte volte in forma adimensionalizzata rispetto al valore � INCORPORA Equation.2  ���, che indica il carico critico per una piastra infinitamente lunga nella direzione trasversale a quella di applicazione del carico normale di compressione (Cfr. III.§5).


Così facendo risulta:


		Nx,cr=� INCORPORA Equation.2  ���h						(34)


in cui il fattore adimensionale h è funzione sia delle proprietà elastiche del materiale che del rapporto a/b tra i lati della piastra.


Risulta


		h=� INCORPORA Equation.2  ���hm


avendo posto 


		hm=� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���


in cui il coefficiente adimensionalizzato hm si presenta funzione anche di m.


Fissate le proprietà elastiche, il fattore hm può essere diagrammato in funzione del rapporto a/b per diversi valori di m; per una data ascissa, la curva più bassa fornirà il valore di h.


È pertanto di rilevanza pratica la curva h=h(a/b) definita come inviluppo inferiore delle curve hm=h(m,a/b), e che viene denominata come curva di buckling.


Per il modello di Kirchhoff si procede in maniera analoga. Il problema differenziale dell'equilibrio variato è dato da 


D11� INCORPORA Equation.2  ���+2(D12+2D66) � INCORPORA Equation.2  ���+ D22� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���=0		(35)


con le seguenti condizioni al contorno:


		w=0,	Mx=0			sui lati di equazione x=0, a


		w=0,	My=0			sui lati di equazione y=0, b


Tali condizioni comportano che lo spostamento w sia nullo anche negli spigoli che è appunto la condizione essenziale da imporre nei punti angolosi del contorno.


Nella (35), la funzione w(x,y) compare solo derivato un numero pari di volte.


Si assume, quindi, per la deformata critica l'espressione: 


		w(x,y) =Wmnsin(� INCORPORA Equation.2  ���x) sin(� INCORPORA Equation.2  ���y)			(37)


la quale verifica identicamente le condizioni ai limiti espresse dalle (36).


Sostituendo la (37) nella (35) si ottiene:


Wmn[D11a4+2(D12+D66)a2b2+D22b4-� INCORPORA Equation.2  ���a2]sin(� INCORPORA Equation.2  ���x)sin(� INCORPORA Equation.2  ���y)=0


Quando il termine in parentesi si annulla, l'equazione è soddisfatta anche per Wmn¹0.


L'equilibrio allora sussiste in configurazioni inflesse, che la (37) mostra essere sinusoidi con rispettivamente n e m semionde nelle due direzioni.


Ciò avviene per i valori del carico


		� INCORPORA Equation.2  ���=� INCORPORA Equation.2  ���[ D11m4+2(D12+D66) m2n2(� INCORPORA Equation.2  ���)2+ n4 D22(� INCORPORA Equation.2  ���)4]


dei quali il più piccolo è il carico critico Nx,cr.


É facile constatare che esso corrisponde sempre ad n=1, sicchè riorganizzando la (38), questa può essere espressa al seguente modo


		Nx,cr=� INCORPORA Equation.2  ���h con h=� INCORPORA Equation.2  ���hm


e


		hm=� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���[D11m4+2(D12+D66) m2(� INCORPORA Equation.2  ���)2+D22(� INCORPORA Equation.2  ���)4],


per la quale valgono le considerazioni già svolte per il modello di Mindlin.
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