Nel modello di Kirchhoff l’equazione è data dalla (28).


Il problema è determinare il valore di No per cui tale equazione ammette soluzione non banale.


Questa soluzione, che vuole poi rappresentare il modo critico, è espressa nella forma della somma di una serie di Fourier


w =� INCORPORA Equation.2  ���WK,m sin(� INCORPORA Equation.2  ���x)


con coefficienti incogniti WK,m.


Ciascun termine di questa serie soddisfa, per x=0 e x=a, la condizione al contorno cinematica w=0 e la condizione naturale       Mx = - D11(� INCORPORA Equation.2  ���)x= 0, a=0.


La sostituzione nella (28) fornisce:


� INCORPORA Equation.2  ���WK,m [D11(� INCORPORA Equation.2  ���)4- No(� INCORPORA Equation.2  ���)2]sin(� INCORPORA Equation.2  ���x) = 0


 Affinchè questa equazione sia soddisfatta "xÎ[0, a] in corrispondenza di una deformata w=w(x) che non sia quella banale, è necessario che, per almeno un termine della somma, l’espressione in parentesi si annulla, mentre WK,m può essere nullo per tutti gli altri termini.


Questa condizione fornisce la successione di valori No,m=� INCORPORA Equation.2  ���.


Il minimo di questa successione è il valore del carico critico cercato.


Nel caso in esame esso è ottenuto per m = 1, risultando:


� INCORPORA Equation.2  ���= p2� INCORPORA Equation.2  ���, 


che è la formula di Eulero per la trave compressa, salvo sostituire D11 con EI.


Nel modello di Mindlin, il problema da risolvere è espresso dalle (29), trattandosi anche qui di determinare il valore di No per cui tale sistema ammetta soluzione non banale.


Sia la w=w(x) che yx= yx (x) sono espresse come somma di una serie di Fourier, ponendo:


 w =� INCORPORA Equation.2  ���WM,m sin(� INCORPORA Equation.2  ���x)


yx = � INCORPORA Equation.2  ���XM,m cos(� INCORPORA Equation.2  ���x);


verificato che ciascun termine di questa serie soddisfa, per x=0 e x=a, la condizione al contorno cinematica w = 0 e la condizione naturale Mx = D11(� INCORPORA Equation.2  ���)x= 0, a=0, la sostituzione nella (29) fornisce:


� INCORPORA Equation.2  ���{ A55 [WM,m (� INCORPORA Equation.2  ���)2 + XM,m � INCORPORA Equation.2  ���] - NoWM,m(� INCORPORA Equation.2  ���)2}sin(� INCORPORA Equation.2  ���x) = 0


� INCORPORA Equation.2  ���[XM,m D11(� INCORPORA Equation.2  ���)2 + A55 (WM,m � INCORPORA Equation.2  ��� + XM,m)] cos (� INCORPORA Equation.2  ���x) = 0


Affinchè questo sistema sia verificato "xÎ[0, a] in corrispondenza di una deformata w=w(x) e yx= yx(x) che non sia quella banale, è necessario che per almeno un termine della somma, l’espressione in parentesi si annulla; si ottiene così il seguente sistema nelle incognite WM,m e XM,m:


[D11+ A55 (� INCORPORA Equation.2  ���)2] XM,m + A55� INCORPORA Equation.2  ���WM,m= 0


A55� INCORPORA Equation.2  ���XM,m + (A55- No) WM,m = 0


A questo sistema va imposto di avere la soluzione non banale, pertanto dall’annullamento del determinante della matrice dei coefficienti, si ottiene:


No= � INCORPORA Equation.2  ���.


É facile verificare che questa successione, in quanto restrizione ad N della funzione f(z)=� INCORPORA Equation.2  ���, con a, b, c numeri positivi, è strettamente crescente, e quindi il suo minimo, che ha il significato di carico critico, è attinto per m=1, ottenendo così:


� INCORPORA Equation.2  ���=� INCORPORA Equation.2  ���.


che può anche essere espresso nel seguente modo:


� INCORPORA Equation.2  ���=  p2 � INCORPORA Equation.2  ��� (1 - � INCORPORA Equation.2  ���).


Riepilogando, tenendo presente le particolari condizioni assunte, si è trovato che:


			WK = � INCORPORA Equation.2  ��� WM = WK (1 + S)


		� INCORPORA Equation.2  ���= p2� INCORPORA Equation.2  ���		� INCORPORA Equation.2  ��� = � INCORPORA Equation.2  ���(1- � INCORPORA Equation.2  ���)


avendo definito S =� INCORPORA Equation.2  ���.


Queste formule consentono di fare delle semplici osservazioni sul confronto tra la teoria di Mindlin e quella di Kirchhoff e quindi sull’influenza della deformabilità al taglio nella valutazione delle caratteristiche globali del comportamento della piastra, quale lo spostamento massimo e il carico critico.


Come era prevedibile, nel modello di Kirchhoff, in quanto più rigido visto che trascura gli effetti della deformabilità associata alle tensioni tangenziali trasversali, lo spostamento massimo risulta sottovalutato, mentre il carico critico è sopravvalutato, essendo la funzione � INCORPORA Equation.2  ��� strettamente crescente, e quindi � INCORPORA Equation.2  ���=� INCORPORA Equation.2  ���( S ) decrescente con S.


La grandezza, che sintetizza l’influenza della deformabilità al taglio, è data dal parametro adimensionale S che diventa più espressivo se esplicitato rispetto alle costanti tecniche ingegneristiche; così facendo si ottiene:


S = � INCORPORA Equation.2  ���


ove si ricorda che a11 = � INCORPORA Equation.2  ��� , a55 = G31 e c  è il fattore di taglio assunto pari a� INCORPORA Equation.2  ���.


In questo modo nella grandezza S sono stati distinti i parametri connessi sia la grado di ortotropia, espressi dai rapporti � INCORPORA Equation.2  ���e � INCORPORA Equation.2  ���, sia alla geometria, espressi solo dal rapporto � INCORPORA Equation.2  ���.


Nel caso di materiale isotropo, la grandezza S è data da:


S = � INCORPORA Equation.2  ���(� INCORPORA Equation.2  ���)2 � INCORPORA Equation.2  ���,


sicchè la significatività della deformabilità al taglio è governata fondamentalmente dal fattore h/a; da qui il motivo di definire il range di applicabilità della teoria di Kirchhoff in funzione solo del parametro h/a, e indicare le piastre, per cui tale teoria è adeguata, come piastre sottili.


Nel caso di materiale ortotropo, la dizione piastra sottile non è però appropriata, ma limitativa: per l’applicabilità della teoria di Kirchhoff occorre che sia S piccolo, per la qual cosa non è più sufficiente che lo sia il rapporto h/a.


Se si vuole conservare anche per il materiale ortotropo la dizione di piastra sottile, per intendere una piastra il cui comportamento è descritto dal modello cinematico di Kirchhoff, la nozione “sottile” deve essere generalizzata, intendendola non solo come fatto puramente geometrico, ma anche meccanico, coinvolgendo appunto le proprietà del materiale.


La soluzione di Mindlin tende a quella di Kirchhoff per S ® 0.


Ciò può aversi, ad esempio, per � INCORPORA Equation.2  ���® 0, ossia per h ® 0, ovvero per � INCORPORA Equation.2  ��� ® 0, ossia per G13® ¥. 


La prima condizione è coerente con un’osservazione già fatta: si dimostra, infatti, che la soluzione di Kirchhoff definisce la soluzione esatta della teoria dell’elasticità tridimensionale della piastra per h®0.


La seconda condizione invece, è coerente con l’osservazione che la soluzione di Kirchhoff corrisponde ad un modello rigido al taglio trasversale.


Sebbene queste considerazioni siano state svolte riferendosi ad un caso particolarmente semplice, esse sono tuttavia di carattere generale.


Per le piastre composite, il concetto di “spessore” non esprime quindi solo un fatto geometrico, ma anche meccanico: l’influenza della deformabilità al taglio, cioè, dipende non solo da parametri geometrici ma, tra gli altri, anche dal grado di ortotropia. Quest’ultimo, essendo nei materiali compositi a fibre lunghe e matrice polimerica, molto forte per le marcate differenze di comportamento in direzione longitudinale e trasversale, viene a svolgere un ruolo fondamentale.


La teoria di Mindlin diventa quindi più adeguata per descrivere il comportamento di queste piastre; essendo però una teoria approssimata, come tale può essere valutata criticamente solo se confrontata con risultati esatti.


Fortunatamente esistono soluzioni esatte disponibili dalla teoria dell’elasticità e adatte per questo scopo.


In letteratura è mostrato, attraverso il confronto con le predette soluzioni che, nelle analisi di tipo globale, per la provvidenziale presenza del fattore di taglio, la teoria di Mindlin riesce a cogliere il comportamento della piastra con un’approssimazione paragonabile a quella ottenuta con la teoria esatta.
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