CAPITOLO  II


MODELLI  CINEMATICI  DI  PIASTRA





§ 1.Introduzione


L’applicazione della teoria dell’elasticità tridimensionale per la determinazione del comportamento di una lastra conduce ad un complesso problema di valori al contorno per il quale soltanto in condizioni particolari di geometria, di vincolo e di carico, è possibile costruire la soluzione in forma chiusa, che sarà di qui in avanti indicata come soluzione esatta dell’elasticità.


È apparsa, pertanto, evidente la necessità di risolvere questo problema con mezzi semplificati basati su approssimazioni ragionevoli che tenessero in conto della particolare conformazione geometrica della struttura e che quindi conducessero ad una semplificazione delle equazioni dell’elasticità tridimensionale.


È questo il principio ispiratore delle teorie strutturali delle lastre le quali riducono le equazioni tridimensionali della teoria dell’elasticità di un corpo anisotropo ad equazioni bidimensionali.


Per la loro deduzione possono essere seguiti due approcci: l’approccio deduttivo, che le fa discendere dal più ricco modello dell’elasticità tridimensionale individuandone per mezzo di opportune “approssimazioni” gli aspetti da dimenticare per giungere al più povero, ma più semplice, modello bidimensionale; l’approccio diretto, che postula in modo assiomatico le caratteristiche cinetiche e inerziali, i principi di bilancio e le equazioni costitutive di una classe di corpi materiali intrinsecamente bidimensionali. L’adozione di quest’ultimo approccio richiede però la conoscenza dei risultati dei corpi orientati dovuti ai Cosseraut.


In questa dissertazione sarà adottato l’approccio deduttivo che si basa appunto sui principi più familiari dell’elasticità tridimensionale.


In tale ambito va tuttavia osservato che esiste un’ampia facoltà di scelta del metodo per costruire tali teorie bidimensionali; tra questi si ricorda il metodo delle ipotesi, altrimenti detto seminverso che sarà utilizzato di seguito.


Le teorie formulate attraverso tale metodo assumono prestabilite leggi di variazioni delle componenti della tensione e/o delle spostamento all’interno dello spessore della piastra per cui se da un lato sono di più chiara interpretazione fisica, dall’altra presentano l’inconveniente di non fornire una stima dell’errore delle risposte previste.


Queste teorie possono essere pertanto distinte tra quelle basate sulle tensioni e quelle basate sugli spostamenti.


Le teorie basate sulle tensioni sono dedotte assegnando, come si dice, modelli di sforzo e cioè prestabilite leggi di variazione per alcune componenti speciali di tensione e per altre ottenute dalle equazioni indefinite di equilibrio del problema tridimensionale. In questo caso le equazioni della teoria sono ottenute invocando il principio di stazionarietà dell’energia complementare che può essere ricondotto al principio delle forze virtuali.


Le teorie basate sugli spostamenti, invece, sono dedotte assegnando, come si dice, modelli cinematici o modelli di spostamento, e cioè prestabilite leggi di variazione per le componenti di spostamento che in genere sono sviluppate in serie di potenze rispetto alla coordinata nella direzione dello spessore della piastra. In questo caso le equazioni della teoria sono ottenute invocando il principio di stazionarietà dell’energia potenziale totale che può essere ricondotto al principio degli spostamenti virtuali.


Il concetto, che sta comunque dietro la soluzione del problema tridimensionale attraverso queste teorie strutturali, può essere sintetizzato nelle seguenti due operazioni:


Proposta di una forma di tentativo per le soluzioni, secondo un’assunzione provvisoria sul comportamento del corpo.


Scelta di incognite che diano, non i valori puntuali delle soluzioni, ma delle loro appropriate medie, che vengono dette caratteristiche o variabili generalizzate.


Dunque, caratteristica comune a queste teorie strutturali, dedotte col metodo delle ipotesi, è la sostituzione delle variabili cinematiche (spostamenti e deformazioni) e statiche (forze e tensioni) con opportune misure, dette appunto generalizzate, che forniscono informazioni globali o medie sui valori locali in una certa regione della struttura che nel caso della piastra è il suo spessore.


Tale modo di procedere corrisponde ad intendere il problema dell’equilibrio elastico in un senso più generale che potremmo dire, mutuando un termine dell’Analisi Funzionale, “debole”: una soluzione in termini di caratteristiche di solito non soddisfa le equazioni del corrispondente problema tridimensionale; pertanto occorre stabilire il modo con cui una siffatta soluzione possa essere interpretata come approssimazione del problema generale.


Lo strumento che consente tale generalizzazione è il potente principio dei lavori virtuali, mirabile sintesi dei due aspetti fondamentali della congruenza e dell’equilibrio.


La corretta definizione delle variabili generalizzate avviene allora nel rispetto del principio dei lavori virtuali, trasferendo in tal modo al modello strutturale definito appunto dalle variabili generalizzate, la validità del principio e delle sue implicazioni.


Le teorie strutturali bidimensionali, che saranno qui prese in considerazione, rientrano nella classe delle teorie basate sugli spostamenti, dato che l’aspetto cinematico del comportamento strutturale fornisce un più concreto supporto all’intuizione ingegneristica consentendo al contempo di stabilire la loro adeguatezza nelle diverse circostanze, dal confronto con la soluzione esatta dell’elasticità nei casi in cui questa sia nota.


Le teorie strutturali delle piastre basate sugli spostamenti sono, inoltre, quelle che nei recenti anni hanno avuto un’attenzione maggiore rispetto alle teorie basate sulle tensioni; ciò è da imputare alla semplicità che tali teorie offrono per lo sviluppo di modelli ad elementi finiti basati sugli spostamenti.


Nell’ambito di tali teorie il principio dei lavori virtuali viene applicato nella forma di principio degli spostamenti virtuali, ossia come strumento atto a caratterizzare gli stati tensionali in equilibrio con la configurazione. In questo modo si definisce un procedimento del tutto generale che consente di ottenere le equazioni di equilibrio congruenti col modello cinematico adottato, nonché le appropriate condizioni al contorno.


Questo modo di procedere è peraltro una necessità perché le variabili statiche generalizzate, duali delle variabili cinematiche generalizzate che intervengono nella definizione del modello cinematico adottato, in generale, non presentano una immediata interpretazione fisica, sicché sarebbe difficile stabilire con ragionamenti diretti le relazioni che esplicitano i legami di equilibrio, nonché le appropriate condizioni al contorno affinché il problema differenziale sia matematicamente ben posto.


Questo fatto, in verità, per i modelli cinematici di piastra, noti in letteratura come modello di Kirchhoff e di Mindlin che saranno di seguito analizzati, non apparirà chiaro dato che le variabili statiche generalizzate corrispondenti sono quelle classiche: i momenti e i tagli; pur tuttavia le equazioni di equilibrio saranno dedotte nel modo dinanzi accennato sia per avere le appropriate condizioni al contorno, sia in vista della deduzione di modelli a elementi finiti basati sugli spostamenti.
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