Mx =� INCORPORA Equation.2  ���zsxdz,	My =� INCORPORA Equation.2  ���zsydz,	Mxy =� INCORPORA Equation.2  ���zsxydz	(13)


Tx =� INCORPORA Equation.2  ���sxzdz,		Ty =� INCORPORA Equation.2  ���syzdz.


indicate come caratteristiche della sollecitazione interna di tipo flessionale.


Il lavoro virtuale esterno si presenta espresso come somma di due integrali, uno curvilineo e l'altro superficiale; per entrambi, le funzioni integrande sono espresse come forme lineari delle variazioni degli spostamenti generalizzati che possono assumere valore arbitrario, anche nei punti del contorno.


Per il lavoro virtuale interno, invece, la situazione è ben diversa: tenendo presente le proprietà dell'operatore variazionale e applicando il teorema della divergenza nel piano, il criterio da seguire è quello di trasformare questo integrale superficiale nella somma di due integrali, uno di superficie esteso al dominio W, e l'altro curvilineo esteso al contorno ¶W del dominio, in modo da avere, anche per ciascuno di essi, che la funzione integranda sia espressa come una forma lineare delle variazioni degli spostamenti generalizzati.


Così facendo, e avendo cura di esprimere l’integrale curvilineo nel riferimento locale associato al contorno, la precedente espressione del lavoro virtuale interno viene trasformata in quest’altra:


� INCORPORA Equation.2  ���=�INCORPORA Equation.2���Nnduon+Nnduont+[(Nn� INCORPORA Equation.2  ���+Nnt� INCORPORA Equation.2  ���)+Tn]+Mndyn+


+Mntdyxnt}ds-�INCORPORA Equation.2���(� INCORPORA Equation.2  ���)duo +(� INCORPORA Equation.2  ���)dvo + [� INCORPORA Equation.2  ���+


+� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���]dw+(� INCORPORA Equation.2  ���+ +� INCORPORA Equation.2  ���-� INCORPORA Equation.2  ���)dyx +(� INCORPORA Equation.2  ���)dyy }dW


nella quale, tenendo presente che:


sn = sx ax2+sy ay2+2 sxyaxay,  snt =(sy - sx)axay+ sxy (ax2 - ay2),


snz =  sxzax + syzay


dato che nel riferimento cartesiano (i,j,k), il riferimento locale (n,t,k) è definito dalla matrice di trasferimento avente per vettori riga ordinatamente:


n (ax, ay, 0) , t (-ay, ax, 0), k (0, 0, 1),


si è posto:


 Nn =� INCORPORA Equation.2  ���sndz = Nxax2+ Nyay2 +2Nxyaxay


Nnt =� INCORPORA Equation.2  ���sxydz = (Ny - Nx)axay + Nxy (ax2 - ay2),


Tn =� INCORPORA Equation.2  ���snzdz  = Txax +Tyay


Mn =� INCORPORA Equation.2  ���zsndz,= Mxax2+Myay2 +2Mxyaxay


 Mnt =� INCORPORA Equation.2  ���zsntdz = (My - Mx)axay+Mxy (ax2 - ay2),


� INCORPORA Equation.2  ���= ax� INCORPORA Equation.2  ���+ ay � INCORPORA Equation.2  ���,		� INCORPORA Equation.2  ���= -ay � INCORPORA Equation.2  ���+ ax � INCORPORA Equation.2  ���


Imponendo l’uguaglianza tra il lavoro virtuale interno e quello esterno, � INCORPORA Equation.2  ���-� INCORPORA Equation.2  ���si presenta come somma di due integrali, uno di linea e l’altro di area. Stante l’arbitrarità delle variazioni virtuali di configurazione in W e su ¶W, ciascuno di questi due integrali deve essere nullo qualunque sia la variazione di configurazione congruente; poichè la funzione integranda di ciascuno dei due integrali, è una forma lineare delle variazioni delle variabili cinematiche generalizzate, l’arbitrarietà di queste variazioni comporta l’annullamento, nel rispettivo insieme di definizione, dei coefficienti della forma lineare.


Questi coefficienti si interpretano come grandezze che lavorano per la corrispondente variazione della variabile cinematica, sicchè hanno il significato di enti statici il cui annullamento esprime un’equazione di equilibrio.


L’integrale superficiale fornirà quindi le equazioni indefinite di equilibrio da dover essere soddisfatte in ogni punto del dominio W, mentre quello curvilineo fornirà, per la porzione di contorno su cui spostamenti e/o rotazioni non sono assegnati e le loro variazioni sono arbitrarie, le condizioni di equilibrio al contorno, o altrimenti dette di tipo naturale, mentre per la restante porzione del contorno si hanno le condizioni di congruenza.


L’annullamento dell’integrale curvilineo dà luogo quindi, ad un sistema di condizioni espresse sotto forma di alternative, che stabiliscono le condizioni di congruenza o di equilibrio da imporre al contorno. Risulta così chiarito il motivo di aver espresso l’integrale curvilineo nel riferimento locale associato al contorno, di modo che le condizioni ai limiti risultassero più espressive.


Le equazioni indefinite dell’equilibrio non lineare, coerenti col modello di Mindlin, sono quindi date da:


� INCORPORA Equation.2  ���


� INCORPORA Equation.2  ���


� INCORPORA Equation.2  ���


� INCORPORA Equation.2  ���							(14)


� INCORPORA Equation.2  ���


mentre le appropriate condizioni al contorno, espresse sotto forma di alternativa e nel riferimento locale (n,t), sono date dal seguente sistema di condizioni:


Nn=Nn oppure uon=0


Nnt=Nnt oppure uont=0


Tn +� INCORPORA Equation.2  ���	oppure	 w=0			 (15)


Mn=Mn oppure yn=0


Mnt=Mnt oppure ynt=0.


Per il modello di Kirchhoff si procede in maniera analoga, tenendo però presente che yx e yy non sono variabili cinematiche generalizzate, essendo infatti definite dalla funzione w(x,y).


Risulta pertanto:


	Per il lavoro virtuale esterno:


� INCORPORA Equation.2  ����INCORPORA Equation.2���nxduo + nydvo + qdw)dW+�INCORPORA Equation.2���Nxduo +Nydvo +Tdw)ds+


-�INCORPORA Equation.2���Mx� INCORPORA Equation.2  ��� +My� INCORPORA Equation.2  ���]ds


in cui le grandezze che vi intervengono conservano la definizione data nel caso del modello di Mindlin.


Anche qui l’integrale curvilineo esteso alla frontiera ¶W va espresso nel riferimento locale, sicchè tenendo presente quanto già detto, nonchè il fatto che:


� INCORPORA Equation.2  ��� = ax� INCORPORA Equation.2  ��� - ay� INCORPORA Equation.2  ���,		� INCORPORA Equation.2  ��� = ay � INCORPORA Equation.2  ���+ ax � INCORPORA Equation.2  ���


l’integrale curvilineo diventa:


�INCORPORA Equation.2���Nnduo n+Nntduo nt+ Tdw)ds -�INCORPORA Equation.2���Mn� INCORPORA Equation.2  ��� + Mnt� INCORPORA Equation.2  ���]ds.
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