§ 3. Il Modello finito di piastra nella Linear Buckling Analysis


Il processo di discretizzazione effettuato dal metodo degli elementi finiti richiede, come primo passo, una opportuna riformulazione del problema ai limiti.


A tal fine, si sono di seguito riportate, per comodità di consultazione, le equazioni differenziali dell’equilibrio variato, espresse in termini delle variabili statiche generalizzate, con le connesse condizioni al contorno di tipo omogeneo.


Per il modello di Kirchhoff


� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���=0


� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���=0


� INCORPORA Equation.2  ���+2� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���-[� INCORPORA Equation.2  ���(� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���)+


+� INCORPORA Equation.2  ���(� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���)]= 0


con le condizioni ai limiti espresse nel riferimento locale (n,t) associato al contorno:


Nn = 0 oppure uon = 0


Nnt = 0 oppure uont = 0


(� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���)+(� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���)=0 oppure w=0


� INCORPORA Equation.2  ���= 0 oppure � INCORPORA Equation.2  ���=0


Per il modello di Mindlin


� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���=0


� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���=0


� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���(� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���)+� INCORPORA Equation.2  ���(� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���)= 0


� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���-� INCORPORA Equation.2  ���= 0


� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���-� INCORPORA Equation.2  ���= 0


con le condizioni ai limiti espresse nel riferimento locale (n,t) associato al contorno:


Nn = 0 oppure uon = 0


Nnt = 0 oppure uont = 0


(� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���)+� INCORPORA Equation.2  ���=0 oppure w=0


� INCORPORA Equation.2  ���= 0 oppure � INCORPORA Equation.2  ���=0


� INCORPORA Equation.2  ���= 0 oppure � INCORPORA Equation.2  ���=0





Le variabili statiche generalizzate che compaiono in queste equazioni sono quelle corrispondenti alla variazione di configurazione che, da quella di equilibrio fondamentale porta ad un’altra configurazione di equilibrio, infinitamente adiacente alla prima e sotto le stesse condizioni al contorno di tipo essenziale e naturale.


Per ottenere poi le equazioni risolventi in termini delle variabili cinematiche generalizzate, esprimenti la variazione di configurazione, alle variabili statiche vanno sostituite i legami costitutivi, in cui le relazioni tra le deformazioni generalizzate e le variabili cinematiche sono lineari.


Sono qui precisati due concetti: uno è che sia le variabili statiche che quelle cinematiche generalizzate, che compaiono nelle suddette equazioni, sono delle grandezze legate alla variazione di configurazione e non a quella fondamentale e nè a quella di equilibrio infinitamente vicina, qualora essa esista; cioè il problema differenziale dell’equilibrio variato esprime una caratterizzazione della variazione di configurazione e non della configurazione. Il secondo è che se si riesce a fornire la formulazione integrale equivalente delle equazioni dell’equilibrio variato, che sarà d’ora in avanti indicata come formulazione riducibile, la sostituzione alle variabili statiche generalizzate del legame costitutivo con le relazioni lineari tra spostamenti e deformazioni, fornirà la formulazione integrale equivalente delle equazioni dell’equilibrio elastico variato, che sarà indicata come formulazione irriducibile.


Quest’ultimo concetto presenta un duplice aspetto: la formulazione irriducibile è quella cui ci si riferisce per la determinazione dei modelli basati sugli spostamenti; la formulazione riducibile è utile, invece, per la determinazione dei modelli misti.


Tanto premesso è facile constatare che la formulazione integrale equivalente alle equazioni tridimensionali dell’equilibrio variato, unitamente alle condizioni a contorno di tipo omogeneo, è data dalla seguente condizione:





�INCORPORA Equation.2���Dsxd� INCORPORA Equation.2  ���+Dsyd� INCORPORA Equation.2  ���+Dszd� INCORPORA Equation.2  ���+Dsxyd� INCORPORA Equation.2  ���+Dsyzd� INCORPORA Equation.2  ���+Dszxd� INCORPORA Equation.2  ���)dV+


-�INCORPORA Equation.2���� INCORPORA Equation.2  ���d� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���d� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���d� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���d� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���d� INCORPORA Equation.2  ���+� INCORPORA Equation.2  ���d� INCORPORA Equation.2  ���)dV=0 (1)


qualunque sia la variazione di configurazione congruente ds.





Il significato dei simboli che compaiono nella (1) è il seguente:


(Dsx, Dsy, Dsz, Dsxy, Dsyz, Dszx) indicano le componenti speciali di tensione associate alla variazione di configurazione;


(d� INCORPORA Equation.2  ���, d� INCORPORA Equation.2  ���, d� INCORPORA Equation.2  ���, d� INCORPORA Equation.2  ���, d� INCORPORA Equation.2  ���, d� INCORPORA Equation.2  ���) indicano le componenti speciali di deformazione del primo ordine associate alla suddetta variazione;


(d� INCORPORA Equation.2  ���, d� INCORPORA Equation.2  ���, d� INCORPORA Equation.2  ���, d� INCORPORA Equation.2  ���, d� INCORPORA Equation.2  ���, d� INCORPORA Equation.2  ���) indicano invece le componenti speciali di deformazione del secondo ordine; 


(� INCORPORA Equation.2  ���,� INCORPORA Equation.2  ���,� INCORPORA Equation.2  ���,� INCORPORA Equation.2  ���,� INCORPORA Equation.2  ���,� INCORPORA Equation.2  ���) sono le componenti speciali di tensione presenti nella configurazione fondamentale C0: esse sono da considerare termini noti.


Sostituendo nella (1), alle componenti speciali di tensione (Dsx, Dsy, Dsz, Dsxy, Dsyz, Dszx) il legame costitutivo lineare, si riconosce la condizione di stazionarietà della variazione seconda dell’energia potenziale totale del sistema. 


Tale condizione caratterizza la configurazione di stato critico secondo il criterio energetico per lo studio della stabilità.


Si è data questa interpretazione per rendere più familiare il fatto fisico espresso dalla formulazione integrale, e quindi dalla sua forma discretizzata secondo il metodo degli elementi finiti.


Si riconosce, infatti, nel termine:


�INCORPORA Equation.2���Dsxd� INCORPORA Equation.2  ���+Dsyd� INCORPORA Equation.2  ���+Dszd� INCORPORA Equation.2  ���+Dsxyd� INCORPORA Equation.2  ���+Dsyzd� INCORPORA Equation.2  ���+Dszxd� INCORPORA Equation.2  ���)dV
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