§4 Le equazioni non lineari dell’equilibrio elastico


Il modello cinematico ha consentito di formulare le relazioni geometriche e di equilibrio indipendentemente dalla natura del materiale di cui la piastra è costituita.


Questa definisce ulteriori relazioni, precisamente un legame costitutivo che occorre instaurare tra sforzi e deformazioni generalizzate.


Per stabilire questo legame, ma più precisamente quello tra gli sforzi e le variabili cinematiche generalizzate, incognite del problema, un metodo generale, applicabile a tutti i modelli cinematici, consiste nell’introdurre il modello di deformazione nel legame costitutivo del materiale e quindi il risultato nella definizione degli sforzi generalizzati.


Nel caso in esame, il legame costitutivo cui ci si riferisce è quello ridotto, ottenuto considerando nulla la componente di sforzo s3 in direzione normale al piano medio (Cfr.I.13).


Questa ipotesi, per i modelli cinematici di piastra che assumono ez= 0, in verità, non è essenziale per gli sviluppi successivi, traducendosi solo in diversi valori delle costanti elastiche.


Assunti gli assi principali del materiale, (1,2,3), coincidenti rispettivamente con gli assi (x,y,z) del riferimento globale, tenendo presente le (I.13), il modello di deformazione e la definizione delle variabili statiche interne generalizzate, le relazioni costitutive tra queste ultime e le deformazioni generalizzate sono date, per il modello di Mindlin (6), (12), (13), dalle seguenti espressioni:


Nx = A11exo + A12eyo , Ny = A12exo + A22eyo , Nxy=A66exyo


Mx=D11cx + D12cy , My= D12cx + D22cy, Mxy= D66cxy		(18)


Ty=A44ty , Tx=A55tx ,


avendo posto:


A11 = ha11, A22 = ha22, A11 = ha12, A66 = ha66,


dette rigidezze membranali;


D11 = � INCORPORA Equation.2  ���a11, D22 = � INCORPORA Equation.2  ���a22, D12 = � INCORPORA Equation.2  ���a12, D66 = � INCORPORA Equation.2  ���a66,


dette rigidezze flessionali;


A44 = hca44, A55 = hca55,


dette rigidezze taglianti trasverasli.


Per il legame ridotto ortotropo (I.13), risulta:


a11 = � INCORPORA Equation.2  ��� , a12 = � INCORPORA Equation.2  ���, a22 = � INCORPORA Equation.2  ��� , (19)


a44 = G32 , a55 = G31 , a66 = G12


Nelle espressioni delle rigidezze taglianti trasversali è stato introdotto il parametro adimensionale riduttivo c, detto fattore di taglio.


Nel modello di Mindlin, infatti, siccome le deformazioni trasversali di taglio sono assunte costanti lungo lo spessore della piastra, devono allora essere usati dei fattori di correzione, per “aggiustare” la rigidezza tagliante trasversale e avvicinare la risposta prevista dalla teoria bidimensionale a quella prevista dalla teoria tridimensionale dell’elasticità. Si può anzi, affermare che l’intervallo di validità della teoria di Mindlin è fortemente dipendente dai fattori usati per “aggiustare” le rigidezze taglianti trasversali della piastra.


In letteratura sono proposti diversi approcci per valutare i fattori di correzione a taglio. La maggior parte di essi sono basati sull’uguaglianza di certe caratteristiche globali della risposta, come previste dalla teoria di Mindlin, con le corrispondenti caratteristiche della teoria dell’elasticità tridimensionale, riferendosi chiaramente a quei casi in cui sia nota la soluzione esatta dell’elasticità.


Tra le caratteristiche globali della risposta, sono considerate l’energia di deformazione al taglio trasversale, la frequenza naturale associata con i modi di vibrazione a taglio, e la velocità di propagazione di un’onda di taglio.


Chiaramente la scelta cadrà su quel carattere del comportamento che si intende modellare; nel caso in esame, esso è dato dall’energia di deformazione al taglio trasversale.


Per piastre omogenee si ottiene il valore 5/6, che è il valore classico determinato da Reissner.


Per il modello di Kirchhoff, i tagli trasversali non sono variabili statiche generalizzate, pertanto le relazioni costitutive da considerare sono date solo dalle seguenti espressioni:


Nx = A11exo + A12eyo , Ny = A12exo + A22eyo , Nxy=A66exyo	 (20)


Mx=D11cx + D12cy , My= D12cx + D22cy, Mxy= D66cxy


in cui le rigidezze conservano le espressioni precedenti.


Se come espressione dei coefficienti elastici si assumono le (19), le relazioni (18) e (20), a rigore non sarebbero coerenti con il modello cinematico a base della teoria, derivando da un’ipotesi sull’andamento degli sforzi piuttosto che delle deformazioni, avendo infatti assunto sz=0. Inoltre il legame tra sforzi e deformazioni tangenziali non prevede, nel caso del modello di Mindlin, il coefficiente riduttivo c; in luogo delle (19), si dovrebbero quindi assumere le seguenti espressioni per i coefficienti elastici aij (I.16):


a11 =� INCORPORA Equation.2  ���, a12 =� INCORPORA Equation.2  ��� , a22 =� INCORPORA Equation.2  ��� ,			 (21)


a44 = G32 , a55 = G31 , a66 = G12


avendo posto:


D =  � INCORPORA Equation.2  ���


Senonchè una descrizione del comportamento basata su questi valori dei coefficienti elastici, e quindi sulle relazioni (I.16), sopravvaluta le rigidezze in modo eccessivo. È questa una conseguenza della natura cinematica del modello e l’inconveniente non è inaspettato; per questo motivo si ricorre sistematicamente al legame ridotto (I.13), e quindi ai valori elastici che ne conseguono.


D’altra parte va osservato che queste ipotesi non sono tanto in contrasto con gli aspetti essenziali della formulazione. Il modello cinematico infatti, ha condotto alle relazioni di equilibrio, indipendentemente dal legame costitutivo, e non richiede, di per sè, che questo venga definito seguendo il percorso logico che ha condotto alle (18)  o alle (20).


Si vede comunque che è possibile interpretare il legame ridotto pensandolo derivato da un modello di sforzo che, pur coerente con il modello cinematico, non sia necessariamente ad esso associato attraverso il legame costitutivo del materiale.


Sostituendo le (18) nelle equazioni di equilibrio (14), e tenendo conto delle espressioni delle deformazioni generalizzate in funzione di quelle cinematiche (7), (8), (9), si ottiene finalmente il problema differenziale espresso nelle variabili cinematiche generalizzate, la cui soluzione consente di individuare il modello cinematico equilibrato in senso globale.


Le equazioni così ottenute sono note in letteratura come le equazioni di Von Karman per le lastre piane., anche se questi le dedusse assumendo per la piastra il modello di Kirchhoff.


L’accoppiamento tra il comportamento membranale e quello flessionale, è introdotto dalle deformazioni membranali di Von Karman (1), dipendenti dallo spostamento trasversale, seppure solo attraverso termini di secondo grado nelle sue derivate; esso è perciò detto di tipo geometrico ed è diverso, invece dall’accoppiamento meccanico, introdotto dal legame costitutivo, ad esempio se gli assi principali del materiale non coincidono con quelli del riferimento globale.


Queste equazioni non sono state riportate esplicitamente in termini delle variabili cinematiche, poichè non necessarie per ciò che bisognerà fare, anche se sono stati dati tutti gli elementi per la loro corretta deduzione.


Queste equazioni, contenenendo termini quadratici nelle derivate della componente di spostamento w, sono non lineari, e rapppresentano le equazioni di equilibrio non lineare per tutte le configurazioni piane ed inflesse della piastra all’interno della classe di deformazioni considerate.


Nel caso in cui si possano omettere i suddetti termini quadratici (ipotesi di piccoli spostamenti), oppure si sappia che nella soluzione del sistema è w=0, le equazioni di Von Karman si riducono alle equazioni lineari della piastra, le quali presentano il disaccoppiamento tra il comportamento membranale e flessionale.


Se si riportano qualitativamente i diagrammi carico-spostamenti per una piastra rettangolare perfetta, soggetta solo ad un carico laterale normale di compressione Nx, essi si presenteranno della forma indicata in figura 2a e 2b.


In figura 2a, il carico è diagrammato rispetto lo spostamento u. Nella figura 2b, invece, gli stessi risultati sono stati rappresentati in termini di carico rispetto al valore dello spostamento trasversale w.


L’esame di tali figure mostra l’esistenza, sul percorso di equilibrio in esame, di un punto singolare in corrispondenza del quale si ha l’intersezione con un secondo distinto percorso, che viene detto di equilibrio secondario.


L’esistenza di questo tipo di singolarità, indicata come condizione di stato critico, configura il fenomeno dell’instabilità improvvisa, o detta anche per biforcazione.


Il valore del carico in corrispondenza del quale si ha la condizione di stato critico è detto invece carico critico.


L‘individuazione della condizione dello stato critico e la valutazione del corrispondente carico, saranno oggetto di studio nei successivi paragrafi.
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