CAPITOLO IV


LA  LINEAR  BUCKLING  ANALYSIS  DELLE  PIASTRE  CON  IL  METODO AGLI  ELEMENTI  FINITI





§ 1. Introduzione


Pur permettendo una formulazione matematicamente coerente e meccanicamente ben fondata del problema strutturale, l’approccio continuo produce equazioni difficili da risolvere nel caso generale. Si è visto però che la particolare geometria della piastra suggerisce modelli cinematici che definiscono teorie strutturali che consentono notevoli semplificazioni, riconducendo il problema tridimensionale generale ad uno bidimensionale.


Anche così semplificato, il problema non è pero sempre di facile soluzione.


Le soluzioni analitiche delle teorie delle piastre di Kirchoff e di Mindlin sono infatti disponibili principalmente per piastre rettangolari con tutti i lati semplicemente appoggiati (cioè, le soluzioni di Navier), o con due lati opposti semplicemente appoggiati e i rimanenti lati aventi arbitrarie condizioni al contorno (cioè, le soluzioni di Levy).


Per contrapposto non è detto che occorra avere la soluzione quanto più precisa possibile in ogni caso.


È chiaro che ove esista la soluzione in forma chiusa, la sua determinazione è auspicabile ma, in generale, una volta accertato che il problema sia ben posto, ci si può accontentare di soluzioni numeriche approssimate il cui grado di precisione sia giustificato da ciò che poi occorre fare con tali risultati.


La bontà del metodo di soluzione e dell’errore introdotto va definito in funzione dell’uso del risultato di queste analisi; da qui l’importanza dei metodi di soluzione approssimata forniti dall’Analisi Numerica, come mezzi alternativi per trovare la soluzione con il grado di precisione richiesto.  L’idea comune a tali metodi è la sostituzione del modello continuo, descritto in generale da un sistema di equazioni differenziali, con un modello discreto, descritto invece da un sistema di equazioni algebriche.


Con tale sostituzione, si è in presenza di “numeri” e non di funzioni incognite; ci si ambienta nel campo dell’algebra, e possono utilizzarsi tutte le tecniche del calcolo numerico, su elaboratore di dati.


Il metodo numerico classico delle equazioni differenziali è il metodo delle differenze finite in cui il problema discreto è ottenuto sostituendo le derivate con i rapporti incrementali facendo così intervenire i valori delle funzioni incognite in un numero finito di punti del dominio di integrazione; esso può essere considerato quindi come un processo di discretizzazione a valle della struttura che agisce sulle equazioni differenziali del problema al continuo. Il metodo delle differenze finite è dotato della semplicità del principio e della faciltà di formulazione e di implementazione su un personal computer. Gli svantaggi del metodo includono: la difficoltà di implementare le condizioni ai limiti sui contorni irregolari, e la difficoltà di rappresentare precisamente domini irregolari.


Il processo di discretizzazione, realizzato dal metodo degli elementi finiti, è invece diverso; esso può essere interpretato, visto come estensione dell’analisi matriciale dei sistemi di trave,  come metodo di discretizzazione a monte del sistema continuo, ad infiniti gradi di libertà, sostituendolo con un sistema olonomo, ossia con un sistema con un numero finito di gradi di libertà, oggetto di indagine della Meccanica Analitica, teoria ben consolidata e proficua di risultati.


E’ stato però riconosciuto ben presto che nella sostanza il metodo agli elementi finiti è un particolare metodo variazionale di approssimazione. Questo fatto non è privo di interesse perchè da un lato ha conferito al metodo degli elementi finiti i caratteri di un potente strumento di analisi numerica adatto quindi per la soluzione di problemi non solo di tipo strutturale, dall’altro ha consentito di risolvere con gli strumenti propri dell’Analisi Numerica, importanti questioni legate all’approsimazione conseguita dal metodo.


Tra queste ultime, importante è quella che riguarda la capacità del modello discreto agli elementi finiti di descrivere il modello continuo; cioè di vedere se la soluzione discreta può essere resa vicina quanto si vuole (in una opportuna distanza) alla soluzione del problema continuo modificando, ad esempio, la configurazione del dominio discreto. In termini più precisi consente di esaminare la convergenza del metodo. 


Sotto questa nuova visuale, può quindi dirsi che gli aspetti principali del metodo agli elementi finiti per la soluzione di un problema di valori al contorno sono:


la scelta della formulazione variazionale o debole del problema;


la definizione dello spazio a dimensione finita delle funzioni approssimanti.


A seconda dei principi variazionali adottati, i modelli ad elementi finiti per le equazioni della meccanica strutturale, possono essere classificati in quattro categorie:


I modelli di spostamento, ottenuti dal principio degli spostamenti virtuali e assumendo una modellazione del campo di spostamento all’interno di ogni elemento.


I modelli di equilibrio, ottenuti dal principio delle forze virtuali e assumendo all’interno di ogni elemento una modellazione diretta dello stato tensionale, considerato come unica variabile indipendente.


I modelli ibridi, ottenuti da una forma modificata del principio delle forze virtuali e assumendo un modello di sforzo equilibrato all’interno di ogni elemento, ma non necessariamente tra elementi adiacenti, e inoltre, indipendentemente da questo, un modello per gli spostamenti sul contorno di ogni elemento, governato da opportuini valori nodali.


I modelli misti, ottenuti da un principio variazionale misto dipendente dalle variabili di cui viene assunta la modellazione diretta all’interno dell’elemento. Esistono diverse forme miste, caratterizzate tutte dall’affiancare alla modellazione del campo di spostamenti anche quelle di altre variabili. Quest’ultime possono essere lo stato tensionale e/o lo stato di deformazione.


Tra i suddetti quattro tipi di modelli, quelli basati sugli spostamenti godono, nella pratica applicativa, di una posizione di privilegio quasi assoluto, al punto che questa versione del procedimento viene a volte incosciamente identificata con il metodo degli elementi finiti nella sua interezza.


Ciò è dovuto non solo alla sua generalità e facilità di applicazione, ma anche alla sua semplicità concettuale.


L’approccio agli spostamenti, infatti, generalizza in maniera spontanea e diretta l’idea della modellazione cinematica alla base delle classiche teorie strutturali, pervenendo ad una formulazione estremamente versatile, traducibile in algoritmi gestibili in modo molto efficiente da strumenti di calcolo automatico.


Saranno di seguito introdotte le idee basilari del metodo agli elementi finiti, riferendosi alla formulazione dell’approccio agli spostamenti.
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