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PROPIEDADES GEOMETRICAS DE LAS FUNCIONES DIFERENCIABLES,
DER? ENR

Sea f:D cR? > R, Py(x,y,) € D% f diferenciable en P,. Sea S la superficie
representacion grafica de f en R® 'y Qo (xo, Vo, f (0, ¥o))- Entonces:

1) Toda curva interseccion de S con un plano vertical que pasa por P, tiene recta
tangente en Q,.

2) Dichas rectas tangentes estdn contenidas en un mismo plano llamado por definicion
plano tangente a S en Q,, cuya ecuacion es:

z — 7zy = f(Po)(x — x0) + £, (Po) (v — ¥o)

3) Si C es cualquier curva contenida en S que pasa por Q, y admite recta tangente en
Q,, entonces dicha recta tangente esta contenida en el plano tangente.

Demostraciones

PROPIEDAD 1)

z=f(x,y)
P=P,+ tu, te R
contiene a la recta que pasa por P, con direccién unitaria i

Sea C { curva interseccion de S con el plano vertical que

Parametrizamos la curva C:
g(t) = (xo + tuy,y, + tuy, f(xo + tuqg, v, + tuz)) te[-6,6],6 >0
Observemos que:

1) f(x + tuq,y, + tuy,) = @(t) funcién real de una Unica variable real.
2) Sit =0 entonces g(0) = (xo, Yo, f (x0,¥5)) = Qo.

La curva C admite recta tangente en Q, si existe g’'(0) .Probemos esto ultimo.

Tenemos que g'(t) = (uq, u,, @'(t)). Luego existe g’(0) si existe ¢’(0). Veamos que
existe ¢'(0) analizando los siguientes limites laterales:

’ o) =)  f(Py+ tu) — f(P,)
im —— == lim

t—0t t t-ot t

= Dgf (Po)

La Gltima igualdad vale por ser, por hipdtesis, f diferenciable en Py.
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lim,_ - 20=0© _ i LCH D=7 R) _ iy [P0 sD1R) _

t—0~ t T s—07* (-9)
Llamamos t = —s, luego
t->0 =s-0"
_ f(Py+ s(=u)) — f(Po)
= —lim, S = —D_zf (Py) = Dzf (P,)

Las dos ultimas igualdades valen por ser, por hipotesis, f diferenciable en Py
Entonces tenemos ¢, (0) = ¢’ (0) = D3f (P,) , por lo tanto ¢’ (0) = Dy f (Py).
Con este analisis concluimos que g'(0) = (uq, uy, @' (0)) = (uq, uy, Dgf (Py)).
Por lo tanto la curva C admite recta tangente en Q, Yy su ecuacion es:

X = Qo + Auy, uz, Daf(Py)), A € R.

PROPIEDAD 2)

z=f(x,y)

Consideremos dos curvas: C, {P =P, + t(1,0), tER y

e { z=f(x,y)
2 p=pPy+ t(01), teR "

Como f es diferenciable en P, vale que Dzf(P) = Vf(P,) - % , y por propiedad 1)
tenemos que: g1(0) = (1,0, £ (P,)) vector tangente a Cien Q, , g5(0) = (O,l,fy(PO))

vector tangente a C,en Q.
La ecuacion del plano que contiene a estos dos vectores y que pasa por Q, seré:
X—-Q)-N=0 (I)
Donde X = (x,y,2); Qo = (x0,V0.2o) Y €l vector normal N sera
N = (10, £:(P0)) % (01, £,(Pe)) = (—fu(Po). £, (Po). 1)

Luego volviendo a la ecuacion (1) tenemos que:

((,y.2) — (x0.30.20)) - (—f(Pp), =1, (Py), 1) =0

(x = %0,y = ¥0:2 = 20) * (= fx(Po), —£,(Py),1) = O

z — 7Zy = f(Po)(x — x0) + £, (Po) (v — o)
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Para probar que el plano tangente contiene a todas las rectas tangentes obtenidas en la
Propiedad 1) debemos ver que dichas rectas satisfacen la ecuacion del plano tangente.

De la Propiedad 1) teniamos que X = Q, + A(uy,uy, Df(Py)), A € R ecuacion de la
recta tangente a la curva C en Q,, luego reemplazando en la ecuacion (I) tenemos:

(X = Qo) N = (Qo + A(uy, up, D f (Py)) = Qo) * (=f(Po), = £, (Po), 1)
= (Mg, Az, ADgf (Py)) - (= fu(Po). = £, (o). 1)
= —f (Po)Auy — £, (Po)Auz + ADgf (Py)
= —A(fe(Po)uy + £, (Po)uz) + ADzf (Po)

= —ADgf (Py) + ADzf (Py)

f es diferenciable en P

=0

Luego todas las rectas tangentes obtenidas en la Propiedad 1) estdn contenidas en el
plano tangente.

PROPIEDAD 3)
Se acepta sin demostracion. Para la misma se utiliza la Regla de la Cadena.



