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PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DIFERENCIABLES

Enunciamos y demostramos las siguientes propiedades para funciones reales de dos
variables reales pero estas se generalizan para funciones reales de “n” variables reales.

TEOREMA

Sea f:D c R? - R, Py(x4,y,) € D°
Si es f diferenciable en P, entonces:
i) f es continua en P,.

i) Existen las derivadas parciales f,(P,) y f,(P;) y vale que f,.(Py) =a, f,(Py) = b,
abeR.

iii) vl € R? vector unitario, existe la derivada direccional de f en P, en la direccion del
vector i y vale que Dgf (Po) = Vf(P,) - U

Demostraciones

PROPIEDAD i) Queremos probar que si fes diferenciable en P, entonces f es continua
en P,

Por ser P, pac de D probar que f es continua en P, es probar

f(x,y) = f(x0,¥0)

lim
(X,Y)—’(XOJ/O)

- - —_— *
lo que esiguala  lim flxo+hyo +k)=f(x0,50) (*)

Como f es diferenciable en P, existe Bs(P,) < D tal que si P(x, + h,y, + k) € Bs(Py)

f(xg+h,yo + k) — f(x0,y0) = ah + bk + w(h, k)
Es decir: f(xg+h,yo + k) = f(xg,y0) + ah + bk + w(h, k)
lim )
(hk)—(0,0) Vh?+k?

cona,beRYy

Calculemos el limite de (*)

: o -
(}|1|Jr(7)1_>(0’0) fg+hy,+k)= (illl,zrcT)L(o,o) [f (x0,¥0) + ah + bk + w(h, k)] (**)

El limite del corchete se distribuye en la suma si cada sumando tiene limite.

1) (}Ililr(r; o 0)f(xo,yo) = f(x0,¥o) por ser limite de una funcién constante
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2) (;Ill,;rga(o,o) (ah+bk) =0
. — i w(hk) A2 xnZ | =
3) (illl,ll;r)1—>(0,0) w(h k) (;!,I;m_»(o,o) [m h*+k ] O pues
. w(hk) _ . .
(}Illylr(r;_)(oyo) Nreri 0 por ser f diferenciable en P,
y (Ihlrkr} ©0) Vh? + k2 = 0 por ser funcion distancia del punto (h, k) al punto (0,0).

Volviendo a (**) tenemos

(LI,IU)L(O,O)f(xO +h,y, +k) = (lilm_)(oyo)f(xod’o) + (Ihl,l;ge(o,o)(ah + bk) + (Ihl,l;cqe(o,o)w(h’ k) = f(x0:.')’0)

Luego f es continua en P, como queriamos probar.

PROPIEDAD ii) Queremos probar que si f es diferenciable en P, entonces
Af,(P)=a A 3f,(Py) =h.

Por hipétesis f diferenciable en P, entonces existe Bs(P,) < D tal que para todo
P(xy + h,y, + k) € Bs(P,) se cumple

f(xo + h,yo + k) — f(x0,¥0) = ah + bk + w(h, k) (*)

. w(hk) _
cona,beR Yy (Ii!,kn;e(o,O) =

La igualdad (*) vale en particular para P(x, + h,y,) € Bs(P,) con h # 0, es decir, en
los puntos de Bs(P,) que pertenecen a la recta y = y,
y

A

O Xo X +h

Entonces para estos puntos (*) es

f(xo + h,yo) — f(x0,¥0) = ah + w(h,0)

Calculemos  f,.(Py)
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lim f(xothyo)—f(x0.¥0) = lim [ah+(u(h,0)] = lim [a + w(hvo):l (**)
h—0 h h-0 h h—-0 h

El limite del corchete se distribuye en la suma si los limites de los sumandos existen.
Probemos dicha existencia:

1) }Ilirrga = a por ser limite de una funcion constante
-

2) }Illrrg@ =? Analizo sus laterales.
" . . w(hk) _ ;- . .

Por hipdtesis (hlylkr)n_)(()’o) N 0 entonces TODOS sus limites radiales existen y valen
cero, en particular cuando k = 0 , es decir:

. w(h,0) _ . w(h,0) _

A LT
Calculo laterales de 2)
lim 289 = jim 209 — g Jimite lateral derecho del radial k=0.
h—0t h h—oo*+  |h|
lim 209 = _jjm 209 - _ iy 209D — g Jimjte lateral izquierdo del radial k=0.
h—0~- h h—0~ -h h—0~ |nl|

w (h,0)

Por lo tanto 2) ng) = 0. (sus laterales existen y son iguales a 0)

Volviendo a (**) tenemos que

I f(xo + h,yo) — f(x0,¥0) L . w(h,0) _
im =lima+ lim =

a+0=a
h—0 h h—0 h—0 h

Por definicion de derivada parcial respecto a “x” en P, probamos que f,.(P;) = a.

De manera anéaloga se prueba que f, (P,) = b considerando los puntos de Bs(P,) donde
k # 0,h = 0, es decir, en los puntos de Bs(P,) que pertenecen a la recta x = x,,.
Queda como ejercicio para alumno formalizar esta parte de la demostracion.

PROPIEDAD iii) Queremos probar que si f es diferenciable en P, entonces Vil € R?
vector unitario, 3Dg f (P,) y vale que Dgf(P,) = Vf(P,) - &

Como f es diferenciable en P, existe Bs(Py) < D tal que si P(xo + h,y, + k) € Bs(P,)

f(xo + h,yo + k) — f(x0,y0) = ah + bk + w(h, k) (*)

. w(hk) _
cona,beRYy (Ihlygg_)(oyo) N
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La igualdad (*) vale en particular para los puntos P € Bs(P,) que estan en la semirrecta
de ecuacion P = Py + tu,t = 0.

Es decir, la igualdad (*) para estos puntos es:
fxo +tug, yo + tuy) — f(xo,¥0) = atuy + btu, + w(tuy, tu,)

Luego

lim [ + tug, vo + tuy) — f(x0,0) — lim [atu1 + btu, + w(tu,, tuy)
t-0t t

t-0t t

= lim [(aw, + bu,) + 2222 ()

Este dltimo limite se distribuye en la suma si los limites de los sumandos existen.
Probemos dicha existencia:

1) Iiry+ (au; + bu,) = auy + bu, por ser limite de una funcién constante
t—

. w(tuq,tu
2) lim wltn i) _g
t—0t t

Por hipotesis Iim(h,k)q(oyo)% = 0 entonces TODOS los limites radiales existen y

valen cero. En particular para la recta

(h,k) = (0,0) + t(u,, u,) t ER

tenemos

lim w(tuq,tuy) -0

(tuq,tuz)—(0,0) (tu1)2£'(fuz)2

Vg + 2l = 2@+ ud)=lelud +ud = 1el

A\ 4
U es unitario
- - tuq,t
Lo que esigual a;  lim 2{aft2) — g
t—0 le]

. . ;. . . tuq,t
Como existe este radial, su limite lateral derecho existe y vale cero: Iwglw: 0
t—

con lo cual queda probado 2).
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Volviendo a (**) tenemos

) (xg + tuq,yo + tu,) — f(xg,v0) ) o w(tuy, tu

lim % 1Yo 2) = /60, o = lim (auq + buy) + Ilmgzau1+bu2
t—ot t t-0*t t-0+t t

Por lo tanto

3Dzf (Py) = auy + bu,

Como fes diferenciable en P, por Propiedad ii) sabemos f,(Py) = a, f,(P)) =b
entonces

Dﬁf(PO) = fx(PO)ul + fy(PO)uz

(fx(P0)1fy(P0)) (ug, up)

= 7f(p,) -

Observaciones

1. La primera implicacion de la tesis puede leerse asi: “La continuidad de f en P,
punto interior de su dominio, es condicion necesaria para la diferenciabilidad de f
en B,” 0 “La diferenciabilidad de f en P,, punto interior de su dominio, es

condicion suficiente para la continuidad de f en B,”

2. La segunda implicacion de la tesis puede leerse asi: “La existencia de todas las
derivadas parciales de f en P,, punto interior de su dominio, es condicién

necesaria para la diferenciabilidad de f en B,” ¢ “La diferenciabilidad de f en
P,, punto interior de su dominio, es condicion suficiente para la existencia de las

derivadas parcialesde f en R,”.

3. La tercera implicacion de la tesis puede leerse asi:“La existencia de todas las
derivadas direccionales de f en P,, punto interior de su dominio, es condicion

necesaria para la diferenciabilidad de f en RB,” ¢ “La diferenciabilidad de f
en P,, punto interior de su dominio, es condicion suficiente para la existencia de

todas las derivadas direccionalesde f en P,”.



