TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO INTEGRAL

Antes de enunciar el teorema, vamos a sefialar las propiedades de las funciones
continuas en regiones cerradas y acotadas las cuales usaremos en la demostracion del
teoremay en la interpretacion geométrica del mismo.

1. Teorema de Weierstrass

Toda funcién continua f definida en un conjunto D cerrado y acotado, alcanza el minimo
absoluto my el maximo absoluto M. Es decir:

3PeD: VPeD f(P)>f(P)=m y 3JPeD:VPeD f(P)<f(P) =M
2. Teorema

Si D es una region cerraday acotada y f continua en D entonces f toma todos los valores
comprendidos entre my M. Esto es: Vue[m, M ], 3P*eD : f (P*) =p.

Teorema V.M.C.I.

Sea D una region cerrada y acotada, f:DcR?—> Ry g:DcR?— R continuas en D
y V P €D g(P) > 0. Entonces existe un nimero real u entre el minimo absolutomy el
maximo absoluto M de f en D, tal que

/I, f{PYa(P)dA = n [f, 9(P)dA.
Demostracion.

Como fy gson continuas en D, el producto f.g escontinuo en D, luego integrable en
D. Como g es continua en D es integrable en D. Es decir, existen las integrales de la tesis.

Por teorema 1l existen m=min{f(P) | PeD}y M =méax{ f(P) | PeD}y vale:
vV PeD m<f(P)<M.Como por hipdtesis g es no negativa en D, tenemos:
VvV PeD m g(P) <f(P) g(P) <M g(P) (ladesigualdad no cambia)

Por monotonia y linealidad de la integral doble podemos escribir:
(monotonia) [, mg(P)dA < [f, f(P)g(P)dA < [, Mg(P)dA
(inealidad) ~ m ff g(P)dA <[[ f(P)g(P)dA <M [[ g(P)dA .(1)

Como VP eD g(P)>0 entonces [f, g(P)dA = 0.Puede ocurrir:

a) [, g(P)dA>0 o b [[, g(P)dA=0
Si ocurre a) podemos dividir en (1) por dicha integral y obtenemos:

o SffD f(P)g(P)dA M
JI, 9(P)dA




_ [l fP)e(p)da

Sillamamos p
llp s(P)dA

obtenemos [f, f(P)g(P)dA = p [f, g(P)dA,
que es la tesis.

Si ocurre b), reemplazando en (1) tenemos:

0 <[f, f(P)a(P)dA <0 = [ f(P)g(P)dA =0

Si elegimos como valor de u acualquier nimero real entre my M, obtenemos

nuevamente la tesis: ffD f(P)g(P)dA =0 = u.ffD g(P) dA
0

Interpretacion geométrica del T.V.M.C.I.

La interpretacion geométrica se realiza para el caso particular g(P)=1 VP D yfno
negativa .

Supongamos que valen las hipotesis del teoremay que g(P)=1 y f(P)> 0V P D.

Entonces el teorema V.M.C.I. afirma que existe un ndmero real p entre el minimo
absoluto m y el méximo absoluto M de f en D, tal que

ffD f(P)dA = pn ffD dA.
Como f es continua en D, por teorema 2, toma todos los valores comprendidos entre m y
M. Luego existe P €D tal que f(P")=p. Porotrolado [f, dA = A(D). Entonces
podemos escribir: 3P*eD: [ f(P)dA = f(P*). A(D).

Como f es no negativa, el primer miembro de esta igualdad es el volumen del sélido
limitado superiormente por la grafica de f e inferiormente por la region plana D. El
segundo miembro es el volumen del cilindro de altura f (P") y base D.

M-

FP)=n|_

X v =[[, f(P)dA V = f(P*).A(D)



