Célculo 11 — Funciones Diferenciables

TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO DIFERENCIAL (TVMCD)

0 0 0 - 0
Sea f:DcR*—R diferenciableen D.Sean AeD y BeD tales que el segmento ABcD.
Entonces existe un punto C e AB tal que f(B)— f(A)=Vf(C)-(B—A).

SIN DEMOSTRACION

Interpretacién geométrica TVMCD

0
Suponemos que valen las hip6tesis del Teorema del Valor Medio para f :DcR* >R, AeD

0
y BeD. Luego obtenemos en S representacion graficade f los puntos A = f(A) B =f(B).

Tomamos A= B (yaquesi A= B el resultado es trivial) y por lo tanto |[B— A| =0

Como vale la tesis del TVMCD existe C € AB  tal que: f (B)- f(A)=Vf(C)-(B-A)
la igualdad anterior se puede dividir miembro a miembro por [B—A|=0 y se

f(B)- f(A) Vf(C)-(B-A)

B-A [B-A

obtiene

Pero sabemos que:

fB)-f{A) (|I|3|3)_ ;“(A) es la pendiente de la recta que pasa por A’ y B’ y esta contenida en el plano

vertical que contiene al segmento AB .

Ademas:

VIC)-(B-A)_gf(c). B=A _p | 1(c)

B-A

direccion unitaria

oA =Doa
[B-A 8- es la derivada direccional de f en Cenla

B-A _
—||B Al que sabemos es la pendiente de la recta tangente a la curva y en
Cc'=1(C).

La tesis del teorema dice que si A= B, lacurva y interseccion de la superficie representacion

raficade f con el plano vertical que contiene al segmento AB tiene un punto C'en el cual la
p

recta tangente tiene la misma pendiente que la recta secante que une los puntos A" y B'de dicha
curva.
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Este resultado admite la siguiente representacion grafica

GENERALIZACION DE LA DIFERENCIABILIDAD

Generalizaremos la nocién de diferenciabilidad a funciones reales de variable vectorial y luego a
funciones vectoriales de variable vectorial.

1° CASO) FUNCIONES REALES DE “n” VARIABLES REALES

La generalizacion de la nocion de diferenciabilidad a estas funciones es inmediata, a partir de la
definicién dada para funciones de dos variables reales. Se expresa como sigue:

f:AcR"SR

0
Definicion: S P=(x’..x"e A
ZCTNICIon. - »ea (X X ) > T (X X)) y o (Xi % )e

f es diferenciableen Py 3 B,(P)) : VP(x1°+hl,....,xn°+hn)e B;(P,)

f(P)-f(Py)=arhy +aghy +...+aphp + @(hy,ha,....hy) con

o(h...h) _,

( h")m(o 0 [h2 2
M- (0. V' +..+h

0
Observacion: Si f es diferenciable en P, A entonces es continua en P, , existen todas las

derivadas parciales y direccionales en dicho punto. Ademas vale el Teorema del Valor Medio del
Célculo Diferencial.

aeRVi=l...,ny
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2° CASO) FUNCIONES VECTORIALES DE VARIABLE VECTORIAL

Generalizaremos la nocion de diferenciabilidad a funciones vectoriales de variable vectorial. Para

. 2
f 2 AcR" = R |4 reescribimos en

ello, recordemos que la definicidn de diferenciabilidad para
torno a la diferencial de f en P.

Observacion: Por ser la diferencial una transformacion lineal podemos asociarle una matriz
respecto a las bases candnicas de R? y R : {(1,0),(0,1)} y {1}. Luego tenemos la siguiente matriz

M., :(fx(Po) fy(Po))
Ademas (h,k)= (x—X,, Yy — Y,)= P —P, entonces vh> +k* =P -P,|

im f(P)- f(Py)-dfp (hk) f(P)- f(Py)-dfp (P-Py)
Luego (hk)—>00  Jh2 .2 PR [P =Py

Esta expresion es la que nos permite generalizar la nocion de diferenciabilidad para funciones
vectoriales de variable vectorial.

Definicion
0

Sea f:AcR"—>R" con f,:R" >Ry P eA
P (f,(P), f,(P)eeereee. f.(P))

transformacion lineal tal que  lim_ TP)=T()=4M) _ & vector nulo en R".

h—>d In]

La transformacion lineal “ A4 se llama “diferencial de f en Py” y se denota dfp, - La matriz de

dfp, respecto de las bases candnicas de R" y R™ se Ilama matriz Jacobiana y se denota f'(P,).

of, of of
TZip) ZL(p) .. (P
Be) R . SR

fl(PO)mxn =

of of Tof
np) Sop) . Snp
axl(") axz(o) (R)
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Teorema
0

Sea f:AcR"—>R" y P,eA
P> (1(P), 2(P),.... T (P)
f esdiferenciableen Py < Vj=1...,m f;j esdiferenciableen P,

En consecuencia por este teorema se tiene que

df, ()= (olf1PO (), dfp, ()..... f e, (n))

Ejemplos

1)Sea f:R*> >R’ ¢Es f diferenciable en P, =(1,7)? Si existe, encuentre dfp .

(u,v) > (u cosv,u senv,v)

Las funciones f,(u,v)=ucosv, f,(u,v)=usenv y f,(uv)=v tienen derivadas parciales

continuas en R? por lo tanto, la condicién suficiente para la diferenciabilidad indica que son
diferenciables en R* y en particularen P, =(1, 7).

Por el teorema enunciado anteriormente, fes diferenciable en P, de lo que se sigue que existe dfp,

y la matriz jacobiana de f en P, es la matriz 3x 2 que sigue:

of (L z) of, (L)
ou o COSV  —Uusenv -1 0
f'(1,7)= 6]‘28(111,”) 6f2§/’ 7)| senv ucosv|i=| 0 -1
of, (L 7) of, (L 7) 0 L o 1
ou ov

-1 0) 1y (N
(hk)— | 0 -1 .(sz —k
0 1 k

0 df(l,;r) :Rz —> R3
(h,K) = (—h,— k,k)
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f:R® > R?

2) Encuentre la diferencial de la funcién diferenciable
X,y,2)> (x2 +e’, x+y senz)

en (1,1 7).

La matriz jacobiana de f en (1,1, 7) es lamatriz 3x2:

o @LLx) of,LLx) of (L1 x)

L I A B LA B R

of,0L7) of,(LLx) of,LLx)| (1  senz ycosz) (1 0o -1
OX oy 0z
Entonces dfy,, ) :R* - R’ df, . iR > R?
2 o™ 2h, +eh
e . +
(RN | (it [0
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