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Notas de Analisis Matematico Il

Estas son notas de clases de analisis matematico en varias variables para
alumnos de las carreras de matematica y de fisica de la FaCET de la U.N.T.

En ellas se desarrollan con fundamentos tedricos, los conceptos basicos de:
continuidad y diferenciabilidad de funciones reales de varias variables y de
campos vectoriales, extremos relativos, integrales madaltiples, integrales
curvilineas de funciones reales y de campos vectoriales e integrales de
superficie de funciones reales y de campos vectoriales. Los ejercicios y
problemas que corresponden a estos contenidos, se proponen en las clases
practicas.

Para los alumnos de la Lic. en Matematica de esta facultad y los del Prof. en
Matematica que depende de la Fac. de Filosofia y Letras, la materia se llama
“Analisis Matematico Il ” y es de régimen anual. Los alumnos de: Lic. en
Fisica, Profesorado en Fisica y B.U.F. cursan la misma materia; pero en dos
cuatrimestres: en el primero Calculo Nivel Ill(Céalculo diferencial) y en el
segundo Calculo Nivel IV (Calculo integral).

En todas las carreras, la materia corresponde al 2do afio de los respectivos
planes de estudio y se presupone que los alumnos conocen y manejan el

calculo diferencial e integral en una variable y los conceptos de geometria y
de algebra lineal de cursos previos.
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ANALISIS MATEMATICO I

RELACIONES:

Definicion:
Sean A y B conjuntos.
Una relacion R de A en B es un subconjunto del producto cartesiano AxB.

R relacionde AenB <« R c AxB

Sean a €A, b B . Decimos que a esta relacionado con bsiysolosi(ab) e R,
y escribimos: aRb < (ab) e R .

Ejemplo 1: Sean a,beR: b>a

A=[ab]={xeR|as<x<b}: B=[0,1]: R={(xy)cAxB| OSyS%}.
y
1
a b x
Ejemplo2: A = [ab] : B=[01] : R:{(x,y)eAxB|x:aT+b}.
y
a X b x xo:aLb
2
Definicion :

Se llama dominio de R al conjunto Dom(R) ={x e A|3yeB » (x,y)e R}.

Se llama rango de R al conjunto Rang(R)={y e B|3xeA » (x,y)e R }.
Enel Ejemplo 1 Dom(R) =[a,b] y Rang(R) = [0,%] :

En el Ejemplo 2 Dom(R) = {x.} ¥ Rang(R) =10,1]
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FUNCION :
Definicidon: Una funcion f de A en B esunarelacion f < AxB tal que:
1) Dom(f)=A.
Existe un
2)(xy) A X y)ef = yi=y, (inico

Esto dice:
fc AxB funcibnde AenB < VxeA F'yeB: (x,y)ef|.

Si f esfuncibnde Aen By (x,y)ef , como para cada x de A existe un Gnico y de
B, llamamos a y el transformado de x , o el valor de f en x, y escribimos y = f (X).

Entonces: | f « AxB funcibnde AenB < VxeA 3l yeB: y=f(x.

La notacion para funciones es la siguiente: f: A - B
Xy =1(x).

Observacion: Si dos funciones tienen distinto dominio son distintas, ain cuando los
transformados tengan la misma forma.
Ejemplo: f:R-> R g:N->R . i Dibujar!

X f(x)=x+1 X—>gX)=x+1

Las funciones que vamos a estudiar en este curso seran del tipo f:R" > R vy
también f:R" » R™. n
El conjunto R" es R'=RxRx..x R ={(x1,x2,.. %)) Vi=1,2,..1,n x; eR}.

A cada elemento de R" le llamamos un punto de R" y es una n-upla de nimeros
reales que denotamos X = (Xy,Xa,...,Xp).

Los nimeros reales x; se llaman las coordenadas del punto x de R".
En particular para los elementos de R? y de R® vamos a usar la notacion clasica.

Asi R®={(xy)| xeR,yeR} y RP={(xy2)| xcR,yeR,zecR}.
DISTANCIA EN R"

1
n -
La distancia usual entre puntos de R" se define asi: d (xy) = [D_(xj —y;)?]2
1
Asi la distanciaen R" es una funcion d:R"xR" » R

x.y)= d (xy)
Elpar (R", d) formado por el conjunto R" y la funciond se llama espacio

euclidiano de dimension n . E"=(R"d).
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El espacio euclidiano de dimension 1, E, es la recta real con la distancia usual.

d(xy)=Ix-yl.
El espacio euclidiano de dimension 2 es el plano real con la distancia usual.

d (P,Py) = \/(xl — x2)2 +(y; - y2)2 cdonde  Py=(xy, y1),P2= (% y2) € R?.
CONCEPTOS TOPOLOGICOS.

Sea P, e R" ysea ee R, £€>0.

Definicion de BOLA

Se llama bola de centro P, y radio ¢, al subconjunto de R" definido asi:

B.(Pg) ={PeR" | d(P,P,)<¢}.

En el espacio E* (la recta real), una bola es un intervalo abierto. En efecto:

Si X, € R , entonces:
B.(x) ={xeR| [xXx|<€}={xeR|x—-e<x<X +&}=(X— &, Xo+¢).
—

A
7
- Xo e X

)
En E?, el plano real, una bola es un circulo sin la circunferencia.
Po = (xo¥0) € RE B, (Pg) = {(xy)e RE| J(x-x0)2 + (y - yo)? <& }

Definicién de Conjunto Abierto

Sea Ac R". A es un cjto abierto si A es vacio o si para todo pto. P de A existe una
bola con centro en P, contenida en A.
Ac R'esabiertoenR" < VPeA Je>0: B,(P)cA

Ejemplos: y Ac R y4 Bc R?
1. Elcjto ¢ = R"es abierto. I______Z_l T/‘
2. Unabola en R" es un cjto abierto. : ® .
3. A={(xy)e R*| M<1,py<1} | — s
4. B={xyeR*| K +p<1}. SRR x E X
| |

Ay B son cjtos abiertos en R,
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y
5. C={(xy)e R*| X< 2,yi<t} ’

C no es abierto, 3P € C tal que toda P 0 F '
Bola con centro en P contiene ptos que
no pertenecen a C. ‘

Definicion de Punto interior.

Sea Ac R" y PeA . P espto interior del cjto A, si existe una bola con centro en
P, contenida en A.

P punto interiorde A < 3Je>0: B, (P)cA

P es pto interior de A.

Q Q no es pto interior de A..
0
El conjunto de ptos interiores de A se llama el interior de Ay se denota A.

0
A es un cjto abierto.

De la definicion de cjto abierto y de la de interior de un cjto, se sigue que un
cjto es abierto si y s6lo si coincide con su interior.

Definicidon de Conjunto cerrado.

Sea Ac R" .|Aescerrado < CA es un cjto abierto]

cA se llama el complemento de A .Es el cjto de ptos de R" que no pertenecen a A..
cA={PcR"|PegA}

Ejemplos : 1. El cjto ¢ y R"son cjtos cerrados.
2.A={(xy)e R’| K<a,yy<b} abeR
y A es un cjto cerrado en R? porque cA es abierto.
b cA={xyeR’| K>a,y>b}
X
a
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Definicion deFrontera :
SeaAc R".

Pe R"esun punto fronterade A < Ve >0 B, (P)NnA=d A B, (P)ncA=¢

Esto es: P es pto frontera de A sii toda bola con centro en P tiene ptos de A y ptos
de cA.

La frontera de A es el cjto de los ptos frontera de A y se denota Front(A) o también
con el simbolo 0 A.

P es pto frontera de A.

La frontera de A es el borde.
Se puede probar que un conjunto es cerrado sii contiene a su frontera.

Proposicion: |A cerrado < 0AcCA .

Definicién de Entorno de un punto:
Sea PeR" y Nc R"

Decimos que N es entorno del pto P, si N contiene una bola con centro P.

NentornodeP < 3 B,(P): B,(P) © N .

Observar que un cjto abierto es entorno de cada uno de sus ptos.
Toda bola con centro P es entorno de P; pero no todo entorno de P es una bola.

Definicidn de pto de acumulacion:
Sea Ac R" y PeR".

P es pto de acumulacién de A si y sélo si toda bola con centro P tiene ptos de A,
distintos de P.

Llamamos bola reducida a B (P)= B, (P)- {P} . Entonces :

Pespacde A < Ve>0 B_(P)nA%¢ .

Un pto de acumulacion de A puede o no, pertenecer a A.

Ejemplo en EZ B A =BuU{Q}
Q. R P es pto de acumulacion y P ¢ A
P R es pto de acumulacién y Re A
:' R\ Q no es pto de acumulaciony Q € A

------
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FUNCIONES CONTINUAS.

I) Consideremos primero, el caso de funciones reales de una variable.
Sea f:A—> R ,AcR y XA

x> (X)
Del curso de A.M.I. sabemos que, por definicién, f es continua en X, Si

V £¢>0 (¢€R), 36 >0(8 €R) tal que: sixe A y [x-Xo|< & entonces | f (x) - f(xo)|<e.

f(xo) + ¢

f(x) J -
f(x,) - €

x0-6‘ x(:>'< X0+6 X
Observemos que: XeA 'y [X-Xo|< d, significa que x € (Bg(xo))NA).
y | f(x) - f(xo)|< e significa que f(x)e B( f(x,)) . Por lo tanto, podemos definir
continuidad en un pto asi:
Definicion:
Sea f:A-> R ,AcR y Xx,€A.
X1 (X)

f escontinuaenx, < VeeRe>0 33eR,8>0: (Xe(Bsx)NA) = f(x)e By f(x)) ).

Esto dice que una funcionf: A— Res ctinua en x,eAc R si para todo intervalo
abierto de centro f(x,) existe un intervalo abierto de centro x, cuya imagen esta
contenida en el de centro fix,) .

I1) Nos interesa, ahora, definir continuidad para funciones de dos variables.

Seaf:D >R ,DcR*y PyeD.
P> f (P)

Por definicion, f es continua en P, si para todo n° real positivo ¢ existe una n° real
positivo § tal que para cada P € (B (P,) D) se cumple f (P)e B(f(r,) .
En simbolos:

f escontinuaenP, < veeRe>0 35eR,6>0: (Pe(Bgs(P)nD) = f(P)e B.(f(r,))
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L f( )+e

f) t fe) f
f(o.)-¢ .

La funcidon f del dibujo es continua en P, . Para cada intervalo real (f(p,)-, f(P.)+e)
se puede determinar un circulo de centro P, y radio § de modo que si un punto P
pertenece al circulo, su imagen f) pertenece al intervalo ( f(r.)-¢, f(P,)+e) .

Definicion:

'f es continua sii es continua en cada punto de su dominig

Antes de dar un ejemplo de funcién continua, observemos lo siguiente:

Sea A ={(xy)e R*| |x|+|y|<e}. A es el cjto de ptos del plano que pertenecen al
cuadrado del dibujo:

y
,”’I', \\l:a\‘\
\\\\‘\\ "’2,"8 X
B, (000 < A. Enefecto:
2
€
g2 | X|<—=
(xy)€ B, (00) = X+y’< - 2 = x|+lyl<e > (XYy) €A,
il €
2 lyl<3

Esto dice que si un pto pertenece a la bola de centro en el origen y radio%entonces

pertenece al cuadrado A, como se ve en dibujo.
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Enel casoenque A={(uy)e R°| Ix-x [+]y-y I<e}, entonces B (xoyo) < A
e 2
Jipe Ve (xy)e B, Xo¥o) =1X- X 1+ly-y I<e

Veamos ahora, un ejemplo que muestra como probar que una funcién es continua en
un punto.

Ejemplol:
Probar que la funcion f es continua en el origen
f:R” >R
x2 + xy Si(x,y)=(0,0)
) f ey = XY
0  si(x,y)=(00)
Sea &>0. Debemos encontrar 6 >0 tal que (x,y) € B50,00=| f(x,y) - 0]<e
Si (x,y)# (0,0), miremos | f(x,y) - 0] -

Si x#0

2 2
fxy) —0p= |2 <X L P e @) y
| X|+]|y]| | x| | X | T

Sabemos que los ptos (x,y) que verifican |x| + |y| < ¢ estan en el cuadrado —. ﬁ

Entonces basta elegir 5= £ para que: (X,y) €Bs=e2(0,0) = x| + ly| < €
Teniendo en cuenta (1), af?rmamos:

(XY) €Bs=e2(0,0), (X£0) = |[fxy)-01< x| +1lyl<e

(xy) €Bs=c2(0,0), (x=0) = |f(xy)-0]=|0-0|=0<¢.

Hemos probado Ve>0 3§ =§ © (xY) €Bsn(0,0) = |f(xy)-0]<e.

Esto dice que f es continua en (0,0), como queriamos probar. Il

VVeamos otro ejemplo.
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Ejemplo2:
Probar que la funcién f: R* —» R es continua.

(x,y) > f(xy)=x*+y

Tenemos que probar que VP,e R? f es continua en P, .
Supongamos primero que P, = (0,0).

Sea ¢ > 0.

| f00y) = f(0.0)] = [ X2+ y* =0 =x*+y*.

Si elegimos |5 = e |, tenemos:  (xy) €Bs(0,0) = | f(xy) - 0]= X+ y’<¢.

Por lo tanto f es continua en el origen.®
Supongamos ahora, P, = (Xo, Yo) # (0,0) .

Sea ¢>0.
[T(x,Y) = f(Xo,Yo)| = [ X2+ ¥ = (% + Yo ) | <X =% + [V =¥o | (*)

Queremos determinar el radio § de una bola de centro P, , Bs(X..Yo) , de manera que
para los puntos (x,y) € Bs(Xoyo) S€A | X* —Xo2| + |y - Yo' < € . X-Xo|<1
Miremos ptos P tales que [x-xo|<1 Aly-Yo|<1 \[

X2 =X = | X2 =2 XXo + X2 + 2 XXo — 2 Xo? | < | X=X + 2 [Xo| | X = Xo| < (1 2| Xo]). | X = Xo|

X = x| + |y = Yo' | S(L+ 2] Xol). [ X=Xo| + (1+ 2] yol).|y = Yo < K(IX=X| +[y=Yo|). (**)
Donde K = max.{ (1+ 2| x|, (1+ 2| yo]) }.

Si elegimos  §=min {1%} (XY) € Bs(XoYo) => |X—=Xo| +|Y—=VYo|< %

entonces de (*) y (**) concluimos:
(Xy) € Bs(XoYo) = | f(x.y) = f(Xo0,Yo)| < K % =¢ . Yestodice fctinuaenpP, &

I11)_Consideremos funciones vectoriales.
Sea f:DcR"-> R" PeDcR" "P=(X), X, X)) ¥ Vi=12,...m. fi:DcR"->R
P> f(P)=(f (). F, (). (P) P f.(P)

Las fciones f; se llaman fciones coordenadas. La fcion f transforma ptos de R" (que
podemos identificar con vectores de R") en vectores de R".

Para este tipo de fciones interesa representar, cuando es posible, la imagen del
dominio. f(D)={f(P)e R"|PeD}

Ejemplo3:
f:R—> R? los valores de f son ptos de R* cuyas coordenadas
t = f(t) = (t+1, 1) son fciones de la variable t.
1) {’y‘((tt)) - tt” te R = (R ={(xy)cR?| xy=1}.
x-y=1
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La representacion grafica de f (R), es una recta en R?.
Las ecuaciones (1) se llaman las ecuaciones paramétricas de la recta.

La ecuacion vectorial de larectaes: (x,y)=(10)+t(1,1) te R (1,0) X

Ejemplo 4:
f:021]— R
t = f(t) = (cos t, sen t)

X = cos t y
y=sent #(0)= (1,0)
Xy =1 . f(o2m) ={(xy)eR?*| X*+y*=1}

X
La grafica de f([o,2n]) es una circunferencia. W

Ejemplo5:
f:RR> R
(u,v) = f(u,v) = (u+v, u-v, 1-u)

X=Uu+Vv

y=u-v = f(R)={(xy,z)eR*|x+y+2z=2}.
z=1-u

La grafica de f (R?) es un plano que pasa por el pto (0,0,1) y tiene

normal f[=(112)

La ecuacion vectorial del plano es (1,1,2).(x, y, z-1) =0 X
Ejemplo 6:
f:Do R D =[0,2n]X[1,1]

(u,v) = f(u,v) = (cos u, sen u, v)
f(D) = {(x,y,z)eR*|¥X* +y*=1,-1<z< 1} . La gréfica de f (D) es una porcion de
cilindro. /L

\

D
Definicion:

Sea f:DcR"-> R" PeDcR" " P=(X, %o, X0) Yy Vi=12,...m. fi:DcR">R
P f(P)=(f (P, f, (). T (P) P> £ (P)

Ay,

f escontinuaenP,eDcR" < Ve>035>0:(Pe(Bs(Po) D) = f(P)eB.(f(Py)))

Se puede probar que f es continua en P, si y s6lo si cada una de las funciones coorde
nadas f; es continua en P, .
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LIMITE.

Sean f:D >R ,DcR* , P,eD. (D'conjunto de puntos de acumulacién de D)
P> f (P)
ysea L e R.

Puede ocurrir que P,.¢ D. Aun cdo la fcion f no esté definida en P,, como P, es pto
de acumulacion del dominio, tiene sentido averiguar que pasa con los valores f (P)
para ptos P del dominio de f, " proximos a P,", esto es, pertenecientes a una bola de
centro P, y radio & tan pequefio como se quiera.

Si para estos ptos los valores de la fcidn son proximos al nimero real L, decimos

que el limite de f (P) cuando P tiende a P,es L y escribimos lim f (P) = L.
P— P,

Definicion:

limfep=L < Ve>038>0: (Pe(Bs(P)nD) = f(P)e By(L))

P—P,

Si f:DcR"-> R" , PbeD’cR",y L=(L1,Ly...Ln) € R"
P f(P)=(f1(P), f2(P) ..... fm(P))
vale la misma definicion y se puede probar que limf@ =L sii Vi=1,.,m

lim f; (p) = L P—P,
P—P,

Ejemplo: f:R—> R®
2
).

t(

N |~

t
2 L

N |~

i = (im & aim ) = (1 1,2)
2 ] 2 ] 2 ) )

t— 2 t—>2 t—52 t—o2

De las definiciones de limite y continuidad en un pto, se sigue que si P, es un pto de
acumulacion de D que pertenece a D entonces vale la siguiente proposicion:

Proposicion:

f:D >R ,DcR®,pP,eD ND.
P f(P)
f escontinuaenP, < limf@E) =f(P,)
P—P,
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Observacion:

Si P, es un pto del cjto que no es pto acumulacion, se llama pto aislado.

Si P, pertenece al dominio D de f y es un pto aislado de D, entonces f es continua
en P,. Por lo tanto: Toda funcion es continua en un pto aislado de su dominio, alin
cuando no tenga sentido el concepto de limite ya que P, no es pto de acumulacion .

Veamos un ejemplo de limite.

Ejemplo1l: Sea f:D - R ,D=R’*-{(0,0)}
x2 seny

X +y2

(0,0)¢D, luego f no puede ser continua en (0,0); pero (0,0) es pto de acumulacion de D.
Entonces veamos qué pasa con f (x,y) cuando (x,y) esta en D y tiende a (0,0) .

xy) = f(xy) =

Limites repetidos

Miremos puntos tales que x=0;y—0

lim xzseny _ x2.0 _

-0
y X2+y2 X2

Nos aproximamos ahora al origen a lo largo del eje x.

0

) L2 )
lim ( lim  x“seny ): lim 0_ .

x—0 y—>0 2 2 x—0
X +Yy

Ahora vamos a aproximarnos al origen, calculando y'[’)‘o (X'TO f(x,y)).

_ lim 0=0
y—>0 Xx—>0 9 y—>0 2 y—>0 )

] ] 2
lim ( lim x"seny )_ lim  Oseny _
X +y2

0+y

lim lim lim lim

Los limites: xoox, (y_)yo fxy) y Y-y, (Xﬁxo

f(x,y)) se llaman “limites

repetidos”.
En este ejemplo, ambos limites repetidos son iguales a cero. Esto dice que si existe
limite L (también llamado limite doble) éste debe ser igual a cero.
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Limites radiales:
Vamos a aproximarnos al origen siguiendo otro camino. Miramos ptos préximos al
origen, pertenecientes a una recta que pase por el origeny=mx. y

Iim xZsenmx _lim x2senmx -0 Ty
x—0 T x>0 T RN B
77 x4+ (mx)? x2 1+ m?)
- lim o :
Para cada m los limites : .~ f(x,mx) se llaman limites radiales.
0

En este ejemplo vemos que existen los limites repetidos y los limites radiales y todos
son iguales a cero. Por lo tanto, si existe el limite doble, éste debe ser igual a cero.
Probaremos que, en efecto, el limite doble L existe y vale cero.
Seae>0. y (xy) #(0,0)

2 2

_ X seny X7y _
fop-Ll=] S5 o <X <y < a
X +y X
Si elegimos & =§ , (%) €Bsen(00) (x£0) = |fxy)-0]< [\ +lyl<e

(xY) €Bs-en(0,0) ,(x=0) = [f(xy)-0]=]0-0[=0<¢.

Hemos probado V& >0 35 =§ L (XY) €Been(00) = |f(xy) -0]<e.

. [im
Esto dice que xy) > (0.0)

En el siguiente ejemplo veremos una funcion que no tiene limite en el origen.

Los limites repetidos existen y ambos son iguales a cero .

Nos aproximemos al origen a lo largo de la recta y= x . Esto es, miremos el limite

f (x,y)=0 , como gqueriamos probar.

Ejemplo2: Sea f:R*-> R

Xy S s ()= 00)

(xY) > (xY) :{ Ky

0 si (X, y) =(0,0)

lim f(xx)_ lim _x° _1

X—>0 '
-0 X2-i-X2 2

Como los limites repetidos son 0y un limite radial es distinto de 0, no puede existir
el limite doble.

radial
X

En ptos proximos a (0,0), el valor de f(x,y)
tiende a valores distintos segun el camino que
sigamos para aproximarnos al origen.
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Por lo tanto f(x,y) no tiene limite cuando (x,y) tiende a (0,0).
En consecuencia la funcion f no puede ser continua en el origen.

PROPIEDADES:

Proposicion.
Sean: f:DcR"> R ,g:DcR'»> R ,P,eD’ y L, MeR tales que

lim f@P)=L y lim g(P)=M

P Po P Po . Entonces valen : a) , b) y c).

Cuando los sumandos tienen limite, el limite de
lim {f ) + g(P)}: L+M la suma es la suma de los limites.

) b po

Cuando los factores tienen limite, el limite del
lim {f (P)- g(P)}: L-M producto es el producto de los limites.

— Po

b) o

O (M#£0 A VPeD gP)20) = _lim fey_ L

PePoﬁ_M

La demostracion de la proposicion , se deja como ejercicio.
Para las funciones continuas valen las mismas propiedades:

a) La suma de funciones continuas es una funcion continua.
b) El producto de funciones continuas es una funcién continua.

c) Silafcion del denominador no se anula en ningdn pto, el cociente de fciones
continuas es una funcion continua.
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DERIVADA.
CURVA. RECTA TANGENTE A UNA CURVA.

Definicion

Sea f:[ab]—>R" continua. Se llama curva Cen R" al subconjunto f ([a,b]) de R",
t > (Xa(b),....Xn(1)) imagen por f de [a,b].

La funcién continua f se llama una parametrizacion de la curva C

Ejemplo: f:0n]—> R y g [-11]> R

t > f(t) = (cos t, sen t) t—>gt)=(t, vi-t?)
son dos parametrizaciones distintas de la curva Cen el plano. C
x=cost .. f(ox)={(xy)eR| ¥+?=1,y>0} =C ot

y=sent ’ X
X+ y?2=1

0 T
x=t g (-1.1]) = {(xy)eR?| x*+y*=1,y=0} y C
y=h-t? /\'/\/\
X+ y?2=1

| X
-1 1

Las parametrizaciones f y g describen la misma curva; pero al crecer el parametro
la recorren en distinto sentido. Después veremos que estas parametrizaciones no son
equivalentes.
Definicion
Sea f:[ab]—>R" y t, €(a,b) . Se llama derivadade f ent, al siguiente

t = (X (D), ..., Xn(t))

limite, cuando existe. Y se denota f ’(t,).
lim f(t, +h) - f(t,)
h—0 h
cuando existe el limite:

=f’(t,). Si h=t-t, también podemos escribir,
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Por propiedades del limite se puede probar que f*(to) = (X{ (ty), X5 (to )y X (t5)).

lim f®-ft)_ 1im  (X®.. X ) = (X, t,)-Xp 1,))
t—)to t—to t—)to t—to

En efecto. f’(t,) =

{"’m A —X”‘”‘X“‘“)j:(xi(t )% (1) X4 (1)

h=0  tot TS0 ot
Si V te(a,b) existe f ’(t) , la funcién
f7:(ab)—>R" talque f’(t) = (x(t),X5(t),...,x, (t)). se llama la derivada de f y se
denota f’ o también %.
Ejemplo: f:[ab]>R? f: (a,b) >R

t > (& 1) t > (2t 3t%)

Interpretacion geométrica

recta tangente

Sea f:[ab]—>R? continuay 3 f (t,). yI ., P
f(ts to+h)
ty to+h f(t
| | |
0 a b X

f(to +h)_ f(to)

En el limite, el sentido del vector no depende del signo de h. ¢Por qué?

%
Si f’(t,)#(0,0) se llama un vector tangente .
La ecuacion de la recta tangente a la curva C=f ([a,b]) en f(t,) es:

P=f(t)+Af (TO) | DondereR y P=(xy)e R® esun pto genérico de la

recta tangente a Cenf (t,).

Si f esunafuncién continua de [a, b] en R®, las coordenadas de P son (X, Y, 2).
Y si se trata de una curva en R", las coordenadas del pto genérico de la recta
tangente son(Xy,...,Xn).

Ejemplo: Determinar la recta tangente a la la curva f (t) = (t% t®) en el pto (1,1).
=1
t*=1.Entoncest, = 1. .. f'(1) =(2,3) y la ecuacion de la recta tangente a la curva

en (1,1) es: |(x,y) = (1,1) + & (2,3). ,eR |¢Cuél es la pendiente de esta recta en R??
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DERIVADAS PARCIALES:

0
Sea f:A>R conAcR® vy Pi=(XoYo) €A.
Vamos a definir el concepto de derivada parcial con respecto a x.
Como P, es pto interior del dominio, existe una bola Bs(P,) < A.

Sea entonces P = (Xo+h,y,)eBs(Po)cA y h=0

Formemos el cociente F(Xo +N,Y0) = T(Xo,Yo) .

h

Definicion:
Si existe el siguiente limite se llama derivada parcial de f conrespectoax enP,.y
se denota fy(Py).

def Iim B
f(P) = h—>0 f(x°+h’y°:] f*o.Yo) |
Otras notaciones son: o (Po) : a , Zx (Po), le(po)'ﬂ(XO’YO) _
OX 0 X Py OX

De igual manera se define la derivada parcial con respectoa y. Sea k =0

def lim
fy(Po) = k—

0 f(Xo’yo +k)_ f(Xo’yo)
K .

Ejemplo: Calcular f(Po) si f:R® >R
)P X2 +y?

i i 2 2 2 2
M e 1 Ye) = £ (%o, ¥a) _ MM [k + 1) +vE]=[x3 +vE]

h h

_ lim 2Xh+h® _
“ho0 2%

" Fx(XoYo) = 2Xo -

Observemos que si en la funcién f tal que f (x,y) =x?+ y?, consideramos y =y,
constante y derivamos como si fuera funcién de la Gnica variable x:

o(X) =T (X,yo) = x>+ y2 , obtenemos ¢’(Xo) = f x (Xo,Yo) = 2X, .
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Interpretacion geométrica:

0
Sea f:DcR* >R Py=(xYo) € D. Supongamos que existe f(Po) y que la gréfica
xy)—>z="f(xy) de f sea una superficie de ecuacion z = f (x,y).

Llamemos C a la curva interseccion de la
C superficie con el plano de ecuaciény =y,
y Q, al punto de coordenadas (Xo, Yo, f (Po))

c {z= f(xy)
Y="Yo

La ecuacion de la curva C en el plano de ecuacion y =y, es z =1 (X, Yo) = ¢(X).

Como hemos supuesto que existe f,(P,), de acuerdo a la definicion tenemos:
lim _ lim _

fx(Po)=h—>0 06+ h’yor)] (%, Yo) =h—->0 (Xt h:] 9(%)

Hemos probado que f,(P,) es la pendiente de la recta tangente a la curva C en Q,,
es decir la tangente trigonométrica del angulo o que forma esa recta tangente con la

direccion positiva del eje x .

= ¢'(x0) = tge.

De igual manera se prueba que f(Po) =tgp
donde S esel &ngulo que forma la recta

tangente a la curva C” en Q,, con la direccion

N y Positiva del eje y .

:, % La demostracidn se deja como ejercicio.
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En general, si f: R">R Po=(X{ s X7)
(X1, Xn) > T (X1,....Xn)

of(P) _ lim fOC, 0 X +hi, o) = F O e X0y X3)
0 X hi =0 h

i
Del curso de Analisis Matematico | sabemos que si una funcidn real de una variable

es derivable en x,, entonces la funcién es continua en X,. Esto es: la existencia de
derivada en un punto asegura la continuidad en ese punto.

En el siguiente ejemplo veremos que para funciones de varias variables, la
existencia de las derivadas parciales en un punto no es condicion suficiente para la
continuidad en el punto.

Ejemplo: f: R°®>R

Lsiy;to
X Y)Y
(Y) {O si y=0

f no es continua en el origen; pero existen las derivadas parciales en (0,0) y ambas
valen 0.

lim _lim x 1 : i
En efecto, Xl_)of(x,mx)_)“_)omx_ o Esto dice que a pesar de existir los
limites radiales , son distintos, luego la funcion no puede ser continua el origen.

lim f(h,0)-f(0,0) _ Iim 0-0_

h—0 h “h>0 1 o . f(0,0) = 0.
lim f(0,k)-f(0,0) lim 0-0_ . _
Kk —0 " _k—>0T_0 s f,(0,0) = 0.
Ejercicio:
Estudiar la existencia de las derivadas parciales de la funcién f.
f:R"> R
(X, y)l—) X2+y2 . SI (Xo,yo)i(0,0)
2 2 2 2
lim f(Xo +hayo)_ f(Xoiyo) _ lim \/<X0+h> + y0 _\/ 0 + y0
h—0 h ~h->0 h
Iim (Xo+h)2+y§—(x§+y§) _lim 2x0h+h2 _ X,
h - Oh(\/(x0+h)2+y§ +\/x§+y§) h — Oh(\/(xo+h)2+y§ +\/x§+y§) \/x§+y§
. Qi _ X% _ Yo
oS XoYo)# (0,0) Ty (XorYo) = —2—, VY fy (Xo, Vo) = ——2—
X§+y§ X§+y§
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Veamos que no existen fy ni f, en (0,0).

im f(ho0)— f ? Vh? ? h o
lim T(h0)=T(0.0) _ lim =0 7 i [N no existe limite , pues:

h—0 h ~h->0 ~h—>0p
lim | lim M_
h—)O*F_1 » Pero h—)O_F__l'

DERIVADA DIRECCIONAL

El concepto de derivada direccional es una ampliacion del de derivada parcial.

Sea f:DcR*— R, P,e D° ysea = (uy,U,) un vector unitario esto es: [a] =

Se define Dy f (P,) , la derivada direccional de f en P, en la direccion de U, asi:

def 1 £ (P, +td)— f(P,)

D;f(RP,) = N . cuando el limite existe.

La derivada direccional en la direccion de cualquier vector v = (0,0) se define como

le(Po).

vl
La derivada direccional mide la rapidez de cambio de f (P) en la direccion dada U .
Ejemplo: Dada f:R°*> R , calcular la derivada direccional de f enla

x, V)= x> +y>  direccion del vector unitario T = (u1,uy).
Consideremos 1ro el caso Py,=(Xo,Yo) # (0,0).

lim \/(xo +tu, ) +(y, +tu, ) —\/xg VG XUy + YoUs
. =
=0 t X3+ 8
Habiamos visto que si (Xo,Yo) # (0,0) fx (X0, Yo) = %o Yy ) (% Yo) = Yo .
%5+ Yo %5+ Yo

Entonces, en este caso
Dy f (Po): fx (Xo, Yo) Ug + fy(Xo, ¥o) U2 = (fx (Xo, Yo), fy (Xor Yo)). U

Ahora si P,=(0,0) : Por lo tanto D f (P,)=1
Observemos que no existen las derivadas

lim \/(tul) +(tUz) -0_ /u +us =1 Pparcialesen (0,0).

t—>0"
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Interpretacion geométrica de la derivada direccional

Supongamos que exista D f (P,) vy

que la graficade f sealadeuna
superficie de ecuacion z =f (x,y).

7= f(P)
P=P,+tU

Lacurva C { t>0

es la interseccion de la superficie
con el semiplano vertical que con-
tiene a la semirrecta de origen P, y
direccion u'.

Sien el plano vertical de ecuacion P=P,+t U , teR , fijamos un sistema de
coordenadas con origen en P, Yy direcciones : la del eje z y la del vector U, la
ecuacion de lacurva Ces:

z=f(P+tl)=¢(t) ;con t>0 .

Como hemos supuesto que existe D f (P,) , podemos escribir:

lim f (P, +td)—F(R) _ lim o (t)—¢(0) _

DUf(PO):t—)O+ t T t—0f t

¢;(0) =tagy

- Dgf(P,)=tagy . Dondey eselangulo que forma la semirrecta tangente a la
curva C en el punto Q, , con la semirrecta de origen P, y direccion G .

Engeneral, si f:R">R, Poe R"y 0= (uy,...,u;) vector unitario .

lim f(P, +td)— f(P,)
t—0" t

Se define Dy f(P,)= cuando existe el limite.

La derivada direccional mide la rapidez de cambio de la funcion en la direccion del
vector U
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DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Sif: Dc R*— R admite derivadas parciales en D° quedan definidas las
funciones:

fi: D°cRR>R y f,:D°c RR>R
P £, (P) P 1y (P)

Si f, tiene derivadas parciales en Pe D°, se denota :

of () 22t(p) _ . af(P) 2% (P
= = fxx(®P) - = fy
o X %2 oy oy Ox y

(P)

Si f, tiene derivadas parciales en Pe D°, se denota :

o fy(P) :azf(P) _
ay ay?

o fy(P) :az () _
O X ox 0y yX

P) fyy ).

Se puede probar que si fx , fy , fxy , fyx existenenunabolay fxy, fyx son
continuas en P, , entonces fx(Po) = fy x (Po) -

Este resultado se conoce con el nombre de Teorema de inversion del orden de
derivacion y lo demostraremos mas adelante.
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FUNCIONES DIFERENCIABLES
Primero vamos a considerar funciones f:D cR> - R.

Para funciones de una variable, la existencia de la derivada en un punto asegura la
continuidad de la funcion en ese punto.

Entonces, en el caso de funciones de mas de una variable, podriamos
preguntarnos si la existencia de las derivadas parciales en un punto asegura la
continuidad en el mismo...La respuesta es negativa como se ve en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo:
f:R*>R.
X .
(X, y)> { y S0 La funcién no es continua en el origen ; pero
0 si y=0 existen las derivadas parciales en el origen.

Vamos a definir funcion diferenciable en un punto de manera que implique para la
funcion mayores exigencias que la existencia de las derivadas parciales y garantice
la continuidad de la funcién en el punto.

Definicion:

Sea f:DcR*>R. Po= (X, Vo) € D% A z= Af (Po) = T (Xoth, york) — (X0, Yo).
Pis z= f(P)

def
f esdiferenciableenP, < 3JBs(P,)cD: V P=(x, +h,y, +k) €Bs(P,)

Az= ah+b k+ o(hk).

lim  o(hk)
(h,k) = (0,0) B

Con a y b constantesy o tal que 0

h? +k?

Ejemplo:
La funcion f: R*—R. esdiferenciable en (x, yo) € R%.
x y)— X2 + y2.
Dem.
Af (Py) = (Xo+h)® + (Yo k)® — (Xo> + ¥o)) =2 Xo h + 2 yo k + (h* + k)
=a h+b k+ o(h,k).

lim o(hk) _ lim h? +k? 0

(h!k)_)(o!o) h2+k2 (hak)_)(o!o) h2+k2
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. T es diferenciable en (X, Vo).

Vamos a ver ahora, condiciones necesarias para que una funcidén sea
diferenciable; o sea propiedades de las funciones diferenciables.

Propiedades de las funciones diferenciables.

Sea f:DcR°>R. Po= (X0, Yo) € D°.

1) f escontinuaen P, .

f diferenciable en P, =< 2) Existen ambas derivadas parciales de f en P, .

3) Existen las derivadas direccionales de f en
cualquier direccién en P, .

Demostracion:

Primero probaremos: | f diferenciableen P, = f es continua en Py,

Supongamos que f sea diferenciable en P,. Tenemos que probar :

lim f(P)=f(P,) lim [f(P)— f(P,)]=0

0 lo que es lo mismo :

P—Py P—Py

im[fP)-f(R,)] 1M [F((X +h Yo +K) = F(X0.30)]
— (hk) > (0,0)

P —Py

Como f es diferenciable en P, , podemos escribir:
f (xo+h, Yo+k) — T (X0, Yo) = @ h+b k+ w(h,k) ; y como :

lim ah:o : lim bk =0
(hK)—>(0,0) (hK)—(0,0)

B o(h,k) /h2 k2 . 3 Iim wo(h,k) lim /h2 k2:
OO j(illi?j((g’g))_(h,k)%(oﬁ)/7h2+k2'(h,k)—>(0,0) Te=0

Por lo tanto:

lim [ f(xoth, yotk) - T (X, Yo) ]=limah + limbk + lim w(h, k)
(h,k) > (0,0) (h.k) = (0.00 h.k) —> (0.0 (h.k) — (0.0)
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Esto dice que f escontinuaenP,. Nl

Podemos decir que si f no es continua en P,, fno es diferenciable en P,, 0 sea que
la continuidad es condicion necesaria para la diferenciabilidad.

Probemos ahora : f diferenciableen P, = = f,(P5), f,(Po)|.

Sea f diferenciable en P,.

f(xg+hyy)-F(x,.y,) _ ah+03(h,0): a4+ ®(h,0)

h h

o, i oo, [P e
h, k 0,0 h—0 ' '
(K> 00 Ji2 2 20 /
o(h0) _ o(h0) N lim o(h0) _ lim [w(h,o) HJ 4

= L S = .
h |h| h h—->0 p h—0 |h| h
Por lo tanto:
lim f(xo +h yo) = f(X0.Yo) - lim a [im  ®(h,0) - a
h—0 h h—0 h—0 h

fx(Po) =a 'y delamismaformase prueba f,(P;)=Db .0

Podemos decir que si no existe alguna de las derivadas parciales en P, fno es
diferenciable en P,, 0 sea que la existencia de las derivadas parciales es condicién
necesaria para la diferenciabilidad.

Por ultimo probemos:
f diferenciable enP, = VU =(uyuz): [d]=1 3 Daf(P) y Duf(Ps)= VF(Po). U .

Sea f diferenciable en P,.

f (% +tuy, Yo +tuy) - (X0, yo) _ atus+btu, +o(tu,,tu,) o(tu,,tu,)

t t
lim whk) _, Y lim o) _ o

—aui+bu+

(k)= (0.0) fh2 g2 t-0 |t
lim o(tu,,tu,) _ lim o(tu,,tu,) ~0
t>o0 |t| t>o0" t '

Entonces:
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lim  f (xo +tuq,yo +tu,) - f(xo,yo): lim au, N lim bu, N lim  o(tu,,tu,)

t—>0" t t—>0" t—>0" t—>0" t
zau;+bu,.

Como existe el limite, por definicidn de derivada direccional tenemos :

El vector ( fx(Po), fy(Po)) se llama el
Daf(P)=(a,b). U =(x(Po), fy(Py) . U gradiente de f en P, y se denota Vf (Po).

Dy f (P)=Vf(Po). U |.H

Podemos decir que si para alguna direccién G no existe la derivada direccional de
fen P, , fno es diferenciable en P,, 0 sea que la existencia de las derivadas
direccionales en cualquier direccion es condicion necesaria para la
diferenciabilidad.

Observemos que cuando f es diferenciable en P, . Da)f(Po)=—Daf (Po)

El siguiente ejemplo muestra que estas condiciones necesarias no son condiciones
suficientes .

Ejemplo:
. 2 -7 - - -
F:R->R La funcion es continua en el origen, existen
Xy _ las derivadas parciales y todas las derivadas
st (% ¥)#(0.0)  gireccionales en el origen y sin embargo no
(O) Lo B SV IVE I . : .
o es diferenciable en el origen.
0 si (x,y)=1(0,0)

Se deja como ejercicio la prueba de la continuidad.
h.0

im W im 0-0
-0 h  h->0

fx (0,0)=0 pues H =0 Yy lo mismo para fy (0,0) = 0.

tus.tuz o
lim  (tun)? + (tuz)? lim  t?uu,
t—>0" t Tto0° m
Esto dice que f no es diferenciable en (0,0) pues Vf (00). G=0; pero Dg f (0,0) #0.
Otra forma de ver que f no es diferenciable en el origen es usando la definicion.
hk lim hk

y h,k)—(0,0
/h2+k2 (h.k)—( )h2+k2

pues los limites repetidos valen cero; pero los radiales para k=mh dependen de m. B

=U;.U; .. Dgf(0,00=u;.u;#0

f(h,k)-f(0,0)=0h+0 k+ o(hk) .. ohk) = no existe
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PROPIEDADES GEOMETRICAS DE LAS FUNCIONES DIFERENCIABLES f: R >R
PLANO TANGENTE.

Vamos a ver que si f es diferenciable en P, , toda curva interseccion de la grafica de
f con un plano vertical que pasa por P, tiene recta tangente en Qo =(Xo, Yo, T (Po)) -

Las rectas tangentes se encuentran todas en un mismo plano que, por definicion, es
el plano tangentea f en Q.

Seaf: DcR?*>R diferenciable en Po= (%o, yo) € D” y U = (u,,u,) Vector unitario.
X y)—z=1f(xy)
7 Supongamos que la representacion grafica
de f sea una superficie de ecuacion z = f(x,y).
% Llamemos C, a la curva interseccion de la
| superficie con un plano vertical que pasa por

—

P, Y contiene a la recta de direccién .

y z=f(P) : _
C“{P:Po+tﬁ teR; P = (xy).

‘ |
‘b“’ Una parametrizacion de C, es:

g(t) = (Xo+ tus, Yot tuz, f(Pottl)).
H_J

9(0) = Qo o)
Si existe ¢’(0), entonces §'(0)= (uy, Uz, ¢’(0)).

VVeamos que existe ¢"(0).

Siendo g(t) =f (Po+ t0), serd ¢ (0) :h"—TOM si existe el limite.

El limite existe si existen los limites laterales y son iguales.

lim h) — o(0 lim f(P, +hu)— f(P
N o( )h ¢(0) _ . (P, h) ) _ Da f (P,) Existe porque f es
h—0 h—0 diferenciable en P,.

lim o) —© _ lim TC+MD=TF) g p_s oo =soot

h—>0 h h—>0 h
_lim f(P, —st)- f(P,)) _lim f(P, +s(=0) - f(P,)
507 -5 ~ soot S

-D_4f(P,)=Daf(P). Porque fesdiferenciable enp,.

lim o) -9(0) _ lim  o(h)-9(0) _
h—0" h h—0~ h
Entonces §'(0)= (uz, up ,Dg f(P,)). Por lo tanto la curva C, tiene recta tangente en
el punto Q, y su ecuacion es:

af(P) s 90'(0)=Daf(P).

Marta Lagarrigue 27 Anélisis Matematico Il



Q = QO + 7L (U]_, U2 1 DU f (Po)) (*) Con 7L€ R y Q = (X,y,Z) ’ QO :(XOI yOl f (PO))'

Si 0=(@10), §'(0)= (10 fxPoy).

Si =01, §'©0=(01fyPo)).
La ecuacidén del plano que contiene a estos dos vectores es fi. (Q—Q,) = 0, donde

n= (1,0, fx(Po))x (0,1, f y(Po)) = (—F x(Po), —f y(Po), 1)  es un vector normal al plano.

. (_f x(Po), —f y(Po), 1)- (X‘Xo' y-Yo, z-f (PO)) =0 (**)

Para probar que este es el plano tangente, debemos mostrar que contiene a la recta
(*) tangente en Q. a la curva C, , cualquiera sea .

Entonces, reemplazando Q—Q, de (*) en (**), obtenemos :

(_f X(PO)I _f y(Po); 1)' 7\¢(u1 ) u2 ) DU f (PO)) = _f X(PO) 7Lul - fy(Po) 7Lu2 + 7L DU f (PO)
=\ (- Duf(Po)+ Daf (Po)) =0.

Esto dice que el plano de ecuacion (**) es el plano tangente a f en Q..

La ecuacion cartesiana de este plano es: Z- T (Po) = f x(Po) (X=X5) +fy(Po) (Y- o)
Ejemplo:
La ecuacion del plano tangente en (2,1,2) a la superficie de ecuacion
z=+/9-X"—-y® es: 2X+y+2z=9
Enefecto: P=(21) .. f(Po)= z=4/9-2%-1* =2.
-2X -2.2
fxP)z=—————— = fH@l)=——r=E—=-1 .
24/9-x% - y? 2V9 - 22 —1?
- 2y -2.1 1
fy(P) = = fyel)=——~——n—=-Z= .
249 -x% —y? 219 -2% -1? 2

Z—-2=H(Po) (x-2)+fy(Po) (y-1).
Z—-2=-1(x-2) —%(y—l).

SL2X+ty+22=9.
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CONDICION SUFICIENTE PARA LA DIFERENCIABILIDAD .

Debido a la importancia que tienen las funciones diferenciables en el analisis
matematico, resulta conveniente disponer de un criterio sencillo de
diferenciabilidad. Esto es, establecer condiciones suficientes para que una
funcidn sea diferenciable en un punto.

Teorema.

Sea f:DcR? 5> R, P,e D° tal que existen f, , f, en una bola Bs(P,) y ambas
son continuas en P, , entonces f es diferenciable en P, .

Dem.
Como P,e D° existe Bs(Po)c D. SeaP = (Xo+h, Yo+k)€ Bs(Po)
f (Xo+h ) yo+k ) - f(xo, yo) = f (Xo+h y yo+k ) - f (Xo y yo+k) + f (XO ' y0+k ) - f(XOI yO)-

y
BB(PO) 851 (P)
N
Llamemos ¢ (X) =T (X, Yo+k) CON X& (Xo-81, Xo+h+381).
y Y (Y)=f(Xy) C€ON Y& (Y81, Yotrk+d:)
X ( Sin pérdida de aeneralidad sunonemos h v k positivos ) .
Entonces:

f (Xoth , Yotk ) = T (Xo, Yo) = (@ (Xo+ h) =@ (X)) + (W (Yot k) =W (Vo) )
()
Como existe fy en Bgs(P,) podemos afirmar que existe @’ en (X,-01, Xoth+0;).

Por ser ¢ funcion de una variable es continua en ese intervalo, y al ser
[ X0, Xo*th] © (Xo-81, Xo+h+381) @ resulta continua en [ x,, x,+h] y derivable en (x,, x,+h).
Con el mismo razonamiento y resulta continua en [y, yo+k] Y derivable en (y,, yo+k).

El Teorema del valor medio para funciones de una variable dice:
@ (Xt+th)—0(X)=ho X+ 6, h). con 0<6, <1.

W (Yot k) —y(Yo) =K W' (Yot 0,k). con 0<B2<1.

Ycomo @’ (X)=f(X,Yotr k) ¥y y(Y) :fy(xo,y)
Reemplazando en (*):

f (Xo+h, Yotk ) = f(Xo, Yo) = @’ (Xo+ 01 h) + k w’(Yot+ 02 K)
= h fx(Xo+el h ,yo+ k)+kfy(Xo,yo+ 92 k) . 0<91,92<1.

Por otra parte, como f; y f, son continuas en P, , vale:
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lim €1(h,k) =0

f 0 hl 0 = 01 YO + ] .
« (Xt 01 N, Yo+ K) =1, (X, Vo) + €1(0, k). Con (10 - (0.0

lim €2(h,k)=0

fy (Xo, Yot 0, k) = fy (o, Yo) + &:(h, K). Con (h,k) - (0,0)

f(xoth, york) = T (X0, Yo) = h [fx (X0, o) + €1(h, K)] + Kk [fy (Xor Yo) + &2(h, K)].
Entonces:
lim f(P) — f(Po)-h fX(Po)_k fy(Po)_ lim e1(h,k) h+e2(h,k) k

(h,k) = (0,0) th +k2 _(h,k)_>(010) /h2+k2

Ifm er(h,k) h+ea(h,k)k  [im h _ lim k

= ehK) (k) .
(h.k) > (00) 22 (00 22 -0 e

=0 porgue en cada sumando un factor tiende a
ceroy el otro esta acotado.

lim f(P) - f(PO)_h fX(Po)_k fY(Po) —0

(k) - (0.0) heoie

Esto dice que f es diferenciable en P, puesto que

f (xoth , Yotk ) = F (%o, Yo) = h fx (%o, yo) + K fy (xo, Yo) + 11 €1(h, k) + K €2(n, K),
Yo(h, k)

y lim ohk) _, .
h,k 0,0 '
(h,k) - (0,0) /7h2+k2

Cabe sefialar que estas condiciones suficientes para la diferenciabilidad no son
condiciones necesarias.

En efecto, el siguiente ejemplo muestra que la funcién puede ser diferenciable sin
que ambas derivadas parciales sean continuas.

Ejemplo: _ _

f R R Esta funcu_’)n es diferenciable en (0,0) aunque fy
' L, no es _contlnu,a en (0,0) porque fx (0,0) =0 ; pero
(X.y) > { x2 sen—+y si x#0 no existe el limite de f, (x,y) cuando (x, )

0 si x=o tiendea (0,0).

Las funciones que tienen derivadas parciales continuas se llaman funciones
continuamente diferenciables .
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TEOREMA DE INVERSION DEL ORDEN DE DERIVACION

Sea f:DcR? 5 R, Poc D° tal que existen fx , fy, fxy , fyx en una bola Bs(Po) y
ambas derivadas fxy , fy x son continuas en P, , entonces fx y(Po) = fy x(Po) .

Demostracion:

y
Bs(Po) Bs1(P)  Seap=(x+h, york) € Bs(P) y llamemos:
™/ @ (X)=F(X Yor k) = F (X, o) ; XE (X8, Xo*h+51).
v (Y) =F(Xeth,y) = F(Xo, ) ; YE(Yorbu, yotk+8y)
X (Sin pérdida de generalidad suponemos h'y k positivos ).
Entonces :

¢ (Xt h) — @ (Xo) =f (Xot h, Yot k) — f (Xo+ h, Vo) — T (X0, Yo+ k) + T ( Xo, Yo) -

W (Yot K) — v (o) = T (Xo+ N, Yo+ K) = F (Xo, Yo+ K) = F (Xo+ N, Vo) + T (Xo, Yo) .
Asi F(h, k)= @ (X+th) =9 (%) = v (Yot k) =y (Yo) (h,k)e B5(0,0) .

& - _ — —~— _/
. Q? L (2) .
Como existe fx en Bs(Po) , existe ¢’ en (X,—81, X.+h+3;) , luego ¢ es continua
en ese intervalo y al ser [Xo, Xoth]< (Xo—81, Xo+th+8;) ¢ resulta continua en
[ Xo, Xo+h] Y derivable en ( X,, Xo+h).
Con el mismo razonamiento  resulta continua en[ y,, yo+k] Yy derivable en ( yo,yotK).
Por el Teorema del valor medio, en (1), podemos escribir:

F(h,k) = h ¢’ (Xe+ 6, h)
=h [ fx X+ 01N, Yor K) — fx (Xo+ 61D, Vo) ]

0<91<1

Usando nuevamente el T.V.M. en [ yo,yo+k] parala funcion o(y) =fx(xo+ 61 h,y)

con y €(yo-81, yo+k+381).
® es derivable, por existir fxy, y por lo tanto continua en [ Yo, Yotk] < (Yo-81,Yo+k+31).
Resulta:

[fx (Xt 010, Yot K) — fx (Xo+ 010, Yo) 1= D(Yotk) - D(Yo) =K D’(Yot+ 62k ) =
= kfxy (Xo+ elh, y0+ 92 k)

F(h,k):hkfxy (Xo+91h,yo+92k). 0<91<1 , 0<0.,<1.
De la misma manera, usando el teorema del valor medio para la fcion y en (2) y

luego nuevamente para la fcion y tal que % (x) = fy (X, Yo+ 04K)
se obtiene:

F(h,k):khfyx (Xo+93h,yo+94k). 0<93<1 , 0<04<1.
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fxy (Xo+ 01 h, Yot 0, k) = fyx (Xo+ 0; h, Yot 0,4 k) .
lim fxy (Xo+ 91 h, y0+ 92 k) = Iim fyx (Xo+ 93 h, y0+ 94 k)
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)

Y por la continuidad de fxy yde fyx enP, resulta fxy(Po) =fyx(Ps), como

queriamos probar. g

El siguiente ejemplo muestra una funcién donde fxy (0,0) = fyx(0,0) .

Ejemplo:
f:DcR? >R

2 2
(X, y)r{ Xy iz ;zz si(x,y)=(0,0)
0 si(x,y) =(0,0)

Mostrar que fxy (0,0) # fyx(0,0). ¢ Qué hipdtesis del teorema no se cumple ?
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DIFERENCIALES

Hemos visto que las funciones diferenciables tienen la propiedad geometrica
de poseer plano tangente. Con relacion al plano tangente es interesante
observar lo siguiente.

Sabemos que f: DcR? >R es difble en P,ec D° Si existe BsP)cD y
existenctesa y btalque VP =(xoth, yotk) € Bs(Po) Az=f(P)-T(Po) =
ah+bk+ w(hKk).

Con o tal que lim o(h,k)

———=0.
h,k 0,0
(h.k)—(0,0) /hz +h2

Si llamamos A(hk)=a h+ bk, resulta w(hk) =f(P)—f (Po) — x(h,k)

.2 S
Observemos que AR >R es una transformacion lineal.
(h,k) - ah + bk

Podemos decir entonces que f es diferenciable en P, si existe una transformacion

) f(P)— f(Py) - A(h,k
lineal A:R?> >R  tal que lim (F)= T(Ro) —4hl) _

(hK)>(0,0) 7,2 1)

La igualdad (1) se interpreta diciendo que f (P,) + A(h,k) es una buena aproximacion
de f(P) cercadeP,.
La aplicacion que transforma (hk) en z , (hk)—»Z = f (P,) + Ahk) tiene como
representacion grafica un plano que es justamente el plano tangente a la grafica de f
en Qo = ( Xo, Yo, f(Po) ).
En efecto:

z=f(Po) +(hk) =f(P))+ah+bk ;pero a="fx(Py), b="Ty(Po), h=X-X, ¥ K=Yy-yo

entonces  z — f (Py) = fx (Po)( X-Xo) + fy(Po)( Y-Yo). Que es la ecuacién del plano
tangente a f en Q..

A la aplicacion lineal A se le llama “diferencial de
df
fenpP,”ysedenota Po.

f(P)—f(P)= Az eslavariacion de cota de la
funcion cuando pasamos de P,a P.

z —f(P)) =A(h,k)=dz  eslavariacion de cota del
plano tangente cuando pasamos de P,a P.

En el dibujo f (P,) = || PoQoll = || PR|
f(P)=1PQ]

Az =|RQ| variacion de cota de la funcion.
dz = |RT|| variacion de cota del plano tangente .
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Llamamos : dx=h=x-X, ; dy=k=y-y, y dz=df (hk
Po

Entonces resulta: Ax=dx , Ay=dy vy,si fesdiferenciable, existe dz tal que
Az =~dz cuando P=P,.

Si f: R® >R es diferenciable en P, , df :R? - R es una transformacion lineal
Po

que, respecto de las bases canénicas de Ry R? tiene una matriz 1x 2 llamada la

“matriz jacobiana de f ” que denotamos f’(P,).
df (hK) = f(po) h + fy o) k= (Fx(Po) Ty (Po) (L‘)
Po
= (P, (L‘) s PP = (fxey) Ty (o).

Generalizamos ahora el concepto de diferenciabilidad para funciones vectoriales.

Sea f: R" »R" Poe R" P = (X Xpy)

P (fL(P),.... fm (P))
Definicion:
f es diferenciable en P, sii existe una transformacion lineal A: R" — R™
R™ A (), (7))
lim_ f(P) — (Po) - (h) 5 /vector nulo de
"0l |

\

A se llama diferencial de fenP,. A = df . La matriz de A en las bases canonicas
Po

tal que

n
vector nulo de R

de R"y R" se llama la matriz jacobiana de f en P,y se denota (P, .

f’(P) esunamatriz mxn Yy sepuede probar que

[ o1 (Po) of, (Po)

xg T oxn
PPy =| = o
L 8X1 o aXn a
Ejercicio: Probar que f:R" —»R" P =(X X))

P (fi(P),..., Tm (P))

es diferenciable en P, R" si y solo si cada una de las funciones f; :R" - R
Vi=1,...m, esdiferenciableen P, . df = (dfy,...,dfy)
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TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO DIFERENCIAL.

Sean: f:DcR*— R diferenciable en D°y A, B € D° tal que AB c D°. Entonces
existe un punto C € AB, C=Ay C=B tal que f(B)-f(A)= Vf(C). (B-A).

Demostracion:

PcAB = P=A+t(B-A), 0<t<1.Luego los valores z que toma la funcién en los

tos del segmento AB son : —
ptos del segmento 30 Como A y B son ptos interiores de D podemos

suponer que la funcién o tiene dominio(a,b) que

z=f(A+1(B-A))=0o() para 0<t<l. | . ionea [0,1].

Asi fB) =) vy f(A)=¢(0).

Queremos probar que la funcién ¢ es continua en [0,1] y derivable en (0,1) porque,
si eso ocurre, podremos usar el Teorema del valor medio del Calculo Diferencial
(para fciones de una variable).

Sea ,entonces, te [0,1] < (a,b). y miremos si existe ¢ '(t). Esto es:

lim @t +h) —o(t) lim  o(t +h) — ¢(t) y

. ¢ Existe?. Veamos:

h—0 h h—o" h
lim ot +h) —o(t)
h—>0 h

Como ()= f(A+t(B-A))y P=A+t(B-A)
/ ot + h)=f (A + (t+h) (B-A) ) = f ([A +t(B-A)]+h(B-A) ) = f(P+h(B-A))

lim ot +h)—olt) _ lim  fP+hB-A)-f(P) Llamemos G = B-A
h—0"  h h—o" h ' IB- A
_lim fP+hyB-A|0)- f(P)
T hoot h '

Llamemos s =h|B-A

¢Por qué?
lim  f@E+sd)-f(P)
0" S

=|B-All. Dyf(P). De igual manera, si s=-h|B-A|
se puede probar :

Ilm_w —_BAl. “m+ f(P+s(—u)-f(P). LPor qUE?
h—0 h s—0 S

= IB-All.(- D_4f(P)) = [B-All. Dy f(P)

= ||B-A|| 2 .y como existe D;f(P),
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Como I|m+w = “m_w se sigue que existe
h—0 h h—0 h

lim ot+h
Q1) = ot ) (p()— IB-A|l. D f(P) MI Vi (P).

h—0 ||//K[f

Luego existe ¢’ en [0,1] y por lo tanto ¢ es continua en [0,1].

= Vf(P).(B- A).

Por el T.V.M.C.D.(para fciones de una variable), existe un n° real & <(0,1) tal que:

@) - ¢(0)
1-0

=¢’(¢), donde 0<&<1) (1)

Como f(A+t(B-A))=0(), P=A+tB-A) Yy ¢'{t)=Vi(P).B-A).
Resulta ¢’(t)= Vf(A+t(B-A).(B-A).
si llamamos C = A + ¢ (B-A) y reemplazamos en (1), tenemos:

CeAB y f(B)-f(A)= Vf(C).(B-A). Que es la tesis.

INTERPRETACION GEOMETRICA

f(B)- f(A)_
IB-A|

Vf (C).(B - A) D, 10) = 197

[ B-Al
B\C\A f@®-f(A)_VIC.B-A) g0 =gy
[B-Al B-Al
0=y

Por lo tanto el T.V.M. asegura la existencia de un pto C en el segmento AB, tal que
en el pto C” la curva interseccion del plano con la superficie, tiene recta tangente
paralela a la recta que pasapor A"y B’.
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FUNCIONES COMPUESTAS

En la resolucion de ciertos problemas es frecuente la necesidad de hacer un
““cambio de variables”™ para facilitar el calculo.

Vamos a definir lo que se entiende por funcion compuesta (0 composicion de
funciones), aclarando que en la practica hacer un "cambio de variables™ significa
descomponer una funcion compuesta.

Definicion:

Sean ¢:DcR" »>R™ y f:D*cR™ > RP tales que p(D) = D".
foe , sellama la funcion "¢ compuesta con f*° , o también se llama "la

composicion de ¢ conf”"ysedefineasi: fogp:D=R" >RP .
P f(o(P)

Sillamamos F= f o FP)=(fop)P) = f(p(P)).

Ejemplo 1:
Sea F(x,y) = X*— 2xy + y* — 9X° y* = (x - y)* — (3xy)? .

Si hacemos el cambio de variables: u(x,y) =x -y ; v(xy) =3xy.
y llamamos f (u,v) = u*~,

Obtenemos : ‘f (u(xy), v(xy)) = F(x,y).‘

De acuerdo a la definicion de composicion de funciones, hemos descompuesto
la funcion F=f o donde ox,y) = (U(xy), v(x.y)).

Fiy) = (fo)xy) = (pxy) =f (uxy), v(xy)) .

P2 2 Y o R2
En este ejemplo ®-R- =R o [iR —>2R ., fog:R"—>R -
(XJ)I—)Q(_;_)/,Q)#)/) (V) u® -v (x,y) _n2_
u v f(p(x.y))= f(x-y,3xy)
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Se puede probar:
Proposicion: La composicion de funciones continuas es una funcion continua.
En simbolos:

@continuaenP, A fcontinuaeng®P,) = f o continuaen P, .

También se puede probar:

Teorema de Derivacion de Funciones Compuestas.(Regla de la Cadena)

@ diferenciable en P,, f diferenciable en ¢ (P,) = f o ¢ diferenciable en P,.
Yvale | (fop)P)=f (¢(Py)). ¢ (Po). «— Reglade lacadena

(fo@)(P) eslamatrizJacobianade foq@ enp,.

-~
-

—_————e e e 4

fop esdfbleen P, .. dp fop :R" — RP es una transformacion lineal, que

|
|
|
, . n p . . . |
en las bases candnicas de R y R", tiene asociada una matriz pxn, la :
matriz Jacobiana de fq . |

|

f (¢(P,)) es la matriz Jacobiana de fen ¢ (P,) .

@ (Po) es la matriz Jacobiana de ¢ enP,.
(foo)P)=f (@P) . ¢'(P) .

pxn (pxm) (mxn)

Ejemplo2:
52 2 52

Sean ¢:R" =R FiR" =R jiferenciables en Po = (Xo, Yo) Y
(X, Y)= (U(x,y), V(x.Y)) (u,v)) > f(u,v)

O(Po) = (Uo,Vo) respectivamente. Entonces si llamamos F = f o ¢, por la regla
de cadena tenemos:

oF oF ou ou
- el =(of of (Po) (Po)
(BX(PO) BY(PO)J (au Worvo) 5y (u°'v°)]0 5 X

ﬂ(PO) ﬂ(po)
0 X oy
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Efectuando el producto de matrices y obviando los ptos en donde se calculan
las derivadas, tenemos la regla de la cadena escrita en la forma:

oF _of ou +£ ﬂ
o0X au'ax oV ox

oF of ou of ov
= + . — |T>~regla de la cadena

oy ou 'ay ov oy A
Que también podemaos escribir asi: Fo="fu.uc+ 1. v
Fy="f,.u +f,.v

En calculo es practico denotar una funcién con el mismo simbolo que un
elemento de su imagen.
Por ejemplo, si f(x,y) =z escribimos z = z(x,y) .

Haciendo abuso de notacion, podemos escribir : z(uxy), vxy)) = z(x,y) y entonces:

Zy=ZyUy + 2y Vy.

Otros ejemplos:

W(t) =W(X(t), y(t), Z(t)). Si W es diferenciable, entonces: W'(t) = Wy X (t) + Wy Y (t) + W, Z'(t).

F(s,t) = F(X(s.t), Y(s.b), z(s.t)). F difble, entonces: Fs = Fx xs+ Fyys + F, zs .
Fi=Foxi+ Fyye+ F ze.

Ejercicio:

1) Si z="f(xy,x+y) y existen las derivadas parciales segundas de f, calcular zy

2)Si z=f ()3:) + g (X) y existen 7 yg” ¥x#0, y %0, probar :

xzzxx+xzxi/yzzyy+yzy .

En la demostracion del Teorema de Derivacion de Funciones Compuestas vamos a

usar los siguientes resultados cuya demostracion se deja como ejercicio.

Proposicion 1 :

Sea T:R" —R™ una transformacion lineal.
Probar que existe Ke R, K>0 talque VPeR"es |[T(P)< K|P| .

Proposicion 2 :

Sea f:DcR" > R™ diferenciable en P, D°.
Probar que existen 5 ,Ke R; 8 K >0tal que [P-Py|<5= |[f(P)- f(P)|< K|P-Py|.
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Observacién :
Sabemos que f es diferenciable en P, sii existe una transformacion lineal A tal que

im f@) - fP)-ah) = . i
ﬁliné B L) -2 _§.  Esto es lo mismo que decir: O sea:
[n] | 2Pl — 0
Iimz(P-P - cuando P — P,.
f(P) - f(Po) = M(P-Po) + Z(P-Po) [P —Po || con P'mp P-Fo) _j °
— ko

TEOREMA DE DERIVACION DE FUNCIONES COMPUESTAS
(Sin demostracion para los alumnos de Calculo I11)

Sean ¢:DcR" »R"y f:D"cR™ »RP; ¢(D) = D*. Con P,e D® y¢(P,) < (D")°.
¢ diferenciable en P,, f diferenciable en p(P,) = f o diferenciable en P..

Dem.
Tenemos que probar que ,bajo las hipdtesis dadas, existe una transformacion lineal

viR" 5 RP talque (foqkP) - (foq)(Po) = VP-P)+Z(P-Py) P ~Pof con p"mpZ(P_P") -6 .
—> Fo
(fo@kP) - (fop)Po) = f (0(P)) - f (@(Po))
Como f es diferenciable en ¢(P,) existe una transf. lineal A: R™ — RP tal que
limZ1(Q - o(P.)) =
Q) — f(@(Po)) = MQ -0(Pe) + Z4Q -0(Po)) [Q-0(F,)| con 'MZHO7e) g,
Q — o(Po)
limz P)—o(P -
F(9(P) - T (9(Po)) = 1(9(P) -0(Po)) +Z1(9(P) -0(Po)) || 9(P) -p(Po)] 1(0P)=0Fo)) _
9(P) > 9(Po)

Al ser ¢ continua en P,, por ser diferenciable en P, ¢(P) — ¢(P,) cuando P — P, .
=1 Z1(o(P) -p(Py))| —> 0 cuando P — P,y también existe unat. I. p: R" - R™ tal que
o(P) -p(Po)) = u(P-Po) + Za(P-Po) [P = Po | con ||Zx(P-Po)|— 0 Pscuando P — P, .

f(0(P) ~ T (¢(Po)) = L 1(P-Po) + Zo(P-Po) [P—Po || ) +Zu((P) -9 (Po)) I| ¢(P) -o(Po)

= 1(u(P-P) + (M Zo(PP) + Zs(o(P) -0(Po) LoD o _p, |
— lp—rol ~

Por las proposiciones 1y 2 existen Ky K’ tal que: \/Z(P—Po)

21 Z(P-Po)|l — 0 cuando P — P, . Entonces :

| ZP-Pll K[| Z2(P-Po)ll + Il Zo(@(P) -0 Po)| || Z2(P-Po)|| — 0 cuando P — Py.

| Z1(p(P) -9(Po))[|— O cuando P — P.

(fopkP) ~ (Fo0)(Po) = (Lo w)(P-P) + Z((P-Py)) |P~Po || cON Z(P-Pg)—> 6 cuando P — P,.
v

(fo@)(P) - (fo0)(Po) = V(P-Po) + Z((P-Po)) |lP-Po| con Z(P-P,)— 6 cuando P — P,

Esto dice f o ¢ diferenciable en P, ,como queriamos probar. B
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DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR.

Si f:Dc R°>R tiene derivadas parciales continuas hasta el orden n en D °,

entonces WV P=(xy)eD® f esdiferenciable en P y existe dp» f: R*>—>R tal que:
dp f (hk) =f,(P) h+ f(P) k.

Vamos a usar la siguiente notacion: | de f(h,k) = (h§+k%)f P) |.

Sin >2, existen y son continuas las derivadas parciales de dp f (h,k) = f,(P) h + f,(P) k.
Por lo tanto d» f (h,k) es diferenciable y existe ds(ds f (h,k)).

f x(P) =1,,(P)
¢Por qué?

2 - —th 24k O y(hl +kl
Llamamos ~ d3f (hk) =de(dp f (hK) = (h ~ +kay )(h ~ +kay) f (P))

o , 0
:(h&+k@)( f.(P)h+f(P) k) 7
= h(fx(P) h +1,,(P) k) + K (,,(P) h + 1, ,(P) K).
=h?f, ,(P)+2hk f, (P)+K>T, (P).

Con la notacion anterior: dFZ,f (hk) = (h§+k%)2f (P)

Y se puede probar por induccién:

n n

i f(P .,

dpf (hk) = Z(?)h” 'k' a_—()_ - que, de acuerdo a la notacion antes usada, es :
i=0 oy'ox" !

RN
dpf(h,k)—(hax+kay) f (P)

Observacion:

La forma diferencial de ler orden no cambia para las funciones compuestas.

Sit F(x,y) = f(u(xy), v(xy)).
dF = Fxdx + Fydy = (foux+ fy v ) dx + (fuuy+ fy vy ) dy.

= f, (uxdx+ uydy) + f, (vxdx+ vy dy) = f,du+ f,dv = df.

dF = Fxdx + Fydy = fydu+ f,dv = df. .| dF = df
Pero la forma diferencial de 2do orden si cambia.

d*F = Fedx® + 2 Fyy dx dy+ Fyydy® =

=(( fuu U+ Fuy ViU + Ty U+ (g U+ Foy Vi )V + iy Vi )X +
+2(( fuu Uy + Ty vy Jux+ fuugy + (g uy + fiy vy v+ F, vy )dxdy
+(( fuu Uy + oy vy Uy + fuuyy +( fuuuy + fiy vy vy + fy vy )dy

d’F = f,, du® + 2 f,, du dv+ f,,dv? + f,d%u + f,d?v .

| d?F = d?f + f,d?u + f,d%v
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DESARROLLO DE TAYLOR.

Para funciones de una variable f: R—> R, si f tiene derivada de orden n+1 continua
en un entorno de X, , entonces en ese entorno existe un numero § tal que :

——
Th(X-Xo)

1 f(n+1)((:)(x_ Xo)" +1

donde Ry(X) =
(n+)!
El polinomio T,(x-X,) se llama el polinomio de Taylor de f de grado n en (x-x,).
Y Ta(X-Xo) + Ry(X) se llama el desarrollo de Taylor de grado n de f alrededor de xo.
Vamos a generalizar el desarrollo de Taylor para funciones de dos variables.

Sea f: R°>R con derivadas parciales continuas hasta el orden n en una bola
Bs(P,). Yseal=(u,u,), Po=(XYo), P=(xY).
SeaP=P,+t 0. X P —Po = (X—Xo, Y=Yo) = (tug,tuy)

K_H
Llamemos F(t) =f(Po+t 0)=f (xo+ tu, yortu,).
El polinomio de Taylor de gradonparaFent es:

F(0) + F’(O)t+% F o) t%+.... +i| FYo0yt" .
! n!

Usando la regla de la cadena calculemos las derivadas F’(t), F*’(t),..., F™(t):
F*(t) = fx(xy) us + fy(xy) uz
. F’(0) t = fx(Po) tus+ fy(Po) tuz = dpo f(tuy,tuz) = dpo f(P-Po) .
F @) = f(P) U +2Us Uz f, (P) + f,(P) U3
o F0) B =1 () Ul + 2 tug tup £, (P) + £,(P) Pu) = di, F(P-P).
Y asi, por induccion, F™©)t"= dJ, f(P-P,) .
Por lo que el polinomio de Taylor de grado n en P-P, para f es:
To(P-Po) = f (Po) +% dp, f(P-P,) + % d3, f(P-Po) + ..o + = dpof (P-Po)

Damos el enunciado del teorema de Taylor para funciones de dos variables:
TEOREMA DE TAYLOR.

Sea f:Dc R*—R unafuncion con derivadas parciales continuas hasta el orden n
en un entorno de P,y sea f (P) = Tn(P-P,) + Ry (P) el desarrollo de Taylor de grado n
de f alrededor de P, .

lim fB)-TaP-P) _
P— PO HP ) POHn

polinomio de grado n con esta propiedad.

Entonces : y T.(P-P,) es el Gnico
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FUNCIONES INVERSAS.

Si tenemos una funcion f: R"— R" que transforma vectores x en vectoresy, la
imagen f(R")cR"

A partir de y € f(R") nos preguntamos :
1. ¢Qué vectores x € R" se transforman en y_por laaccionde f ? y

2. ¢ Existe una funcion f: f(R") >R" que acada y e f(R") le asigne un

Gnico x € R" tal que fo‘):y/?@;tm = f(xl)¢f(Xz)j

Si la funcién f es inyectiva existe f!: f(R")—>R" tal que f *(y)=x, siysélo
si f(x)=y.

f ! se llama la funcién inversade f y Vv x e R" vale: % f (x)=x.

Ejemplo 1 :

f:R—> R f1:R" >R
X
X € X Inx
y y
X X
Ejemplo 2:
La funcion f: R—> R no es inyectiva, por lo tanto no tiene inversa.
X = X2
y

Pero si restringimos el dominio de fy consideramos esta
otra funcion f; : [0,0]cR— R, sitiene inversa
2

f,t [0,0]cR—> R X=X
X X \/;
Se sabe que si una funcién real de una variable f: R— R tiene derivada continua
en X, y f’ (Xo)# 0 entonces existe un entorno N de X, donde f tiene inversa
f1:f(N)>R".
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f’ (Xo)= 0 dice que la tangente no es horizontal
..existe un entorno de x, donde f es inyectiva.

Si f’ (Xo) =0 podria ocurrir 7T y f no seria
! inyectiva.

Dada una funcién f : R"— R" , si es diferenciable en un punto x, , sabemos que
existe una funcion lineal A tal que f(Xo+ h)=f (X,) + A(h) cuando h=~0 .

A =dyf ylamatriz jacobianadef, f’(Xo) =A esunamatriz nxn.
AMh)=Ah=Kk.

Sabemos que si det A =0, A tiene inversa A", luego A tiene inversa A" .

A~ también es lineal y su matriz en la base canénica de R"es A™.
A'K)=A'k=h sii Ah=k.

Cabe esperar que si f es diferenciable en un punto X, , en las proximidades de ese
punto f se comportard como la funcidén A +f (X,). Es decir que si A tiene inversa f
tendra inversa en un entorno de X,. Eso es lo que afirma el teorema de la funcion
inversa que enunciamos sin demostracion.

TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA

Seaf: R"— R" una funcion continuamente diferenciable en un abierto que contiene
aX,y detf’(xo)=0.

Entonces existen un abierto U que contiene a X, y un abierto V que contiene a f (X,)
tales que f:U —V tiene inversa continua f ': V—U que es diferenciable y
Xy y X

VyeVes [fT(y=0Kf"x]"
Ejemplo.

f(x 5;—?)(%2)/2 2 ) ¢ Doénde es det f'(x,y) #07?

, _| 1 2y 12y|_, ] 1
f(x,y)—[zx 1]det[2x 1}—1 4xy¢OV(x,y).xy¢4.

Por ejemplo si %, =(1-1) , f (X)) = (2,0) .. existen Bs(l-1)y B (2,0) tales que
V (u,v) € By (2,0) hay un tinico (x,y) € Bs (1,—1) que cumple (x+y,x%+y) = (u,v).

1
f’(1,-1):[21 '12} [f_l]’(2,0):[2 _3_1:[5 } .

2
-5

Aln cuando no encontremos f ', la funcién afin que aproxima (u,v) = (2+h, 0+k) cuando

(h,k)=(0,0) es:

-1 12
f (2,0)+[g ?J[

5

U‘I‘I—‘U‘I‘I\)

" Si (h,K) = (0.01, 0.02)
k} ' f~1(2.01,0.02) ~(1.01,-1)

o
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FUNCIONES DEFINIDAS IMPLICITAMENTE.

Una funcién f: R"— R™ establece una relacién entre vectores de R"y de R™.
Es posible que los vectores estén relacionados por una formula que no exprese
directamente a uno como funcion del otro.

: , v , .
Por ejemplo la formula pT:ko expresa la relacion entre la presion p vy el

volumen y la temperatura (v,t) de un gas en un recipiente.

X2 + y2 +2%=1
X+y+2=0

una relacion entre las tres coordenadas (X, y, z) de un punto en una

circunferencia de radio 1 con centro (0,0,0) en R® .

En estos ejemplos las ecuaciones no dan una formula explicita para una de las

variables en funcion de las otras.

Consideraremos la aplicacion del célculo a este tipo de relaciones.

Definicion.

También , las ecuaciones: pueden interpretarse como

Dadas dos funciones F: R”> > R y f:Dc R— R, laecuacion F(x,y) =0
define a f implicitamente , si F(x, f (x)) =0 paratodo x del dominio de f.

Ejemplo:
Sea F(xy) = x* + y* —1 . Entonces la ecuacién F(x,y) = 0 define
implicitamente, entre otras, a las siguientes funciones:

fi)= V1-x% si -1<x<1. y f y f, y
fs

fg(x):—\/m si -1<x<1. /\ /

Vi-x?% si-1<x<0 \J | //
f3x) = =X=
9 {—\ll—x2 si 0<x<1 "

x  Laecuacion x*+y*—1 =0 define implicitamente a la funcién f, . En
efecto:

vxe[1,1] X+ (fi)2-1= x>+ (V1-x2)* -1
=x*+(1-x*)-1=0.
De igual manera se puede comprobar que la ecuacion define implicitamentea f, , a

f3 y a infinitas funciones en [-1,1]. Observamos que no todas son continuas. l
Daremos ahora la definicion de funcién implicita en el caso general:

Definicion.
Sean F:R'xR" 5> R" y f:Dc R"— R™.Decimos que la ecuacién F(x,y) =0
(xy) = F(xy) x>y =f(x)

define implicitamente a f ,si VX € D es F(x,f(x))=0.
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Ejemplo2:
El par de ecuaciones (*) { 2x+y-2-1=0 " yofine a dos de las variables
X+2y+2z-2=0
como funciones de la restante. Por ejemploa z y ay como funciones de x.
Esto es: z=2(x), Y =Yy(Xx).
. ) y=1-x 2x+(1-x)-x-1=0
EnefeCto'{ z X+2(1-X)+x-2=0"
Este es un ejemplo del caso F: Rx R? - R? en el que la ecuacion F(x,y,z) =0 es
Xy,2)>(2Xx+y-z2-1,Xx+2y+2-2)
(2x+y-z-1,x+2y+2-2)=(0,0) y define implicitamente la funcién f :R— R?
X (y,2)=(1-Xx,X)

es solucién del sistema (*) pues {

Ejemplo3: La ecuacién X¥+y-z+1=0  implicitamente define a z
como funciéon de x yde y : z=z2(xy) =X’ +y +1 en R

Aqui F:R°xR 5R | F(xyz)=x2+y —z+1

Ejemplo4: La ecuacién x*+y*+z2+1=0 no define implicitamente ninguna funcion.
Estoes: Vx,y)e Ry V ze R X+y+722+1 0.

Como se ve en estos ejemplos, no siempre una ecuacién F(x,y) =0 define implicita
mente unas de las variables como funcion de las otras.

Si la ecuacion es trascendente , como la siguiente: z2 = In(e* + ¢’ — e’ 1), 0 lo que es
lo mismo 22— In(e* + ¢’ — e°~1) = 0, no es evidente que implicitamente defina o no a
z como funcion de x e y. (no podemos expresar, de manera explicita, z =z(x,y) tal que
reemplazada en la ecuacion la verifique.)

El siguiente teorema establece condiciones suficientes para que una ecuacién defina
implicitamente una funcion.

Derivadas parciales de las
funciones componentes,

El Teorema de la Funcion Implicita h
continuas.

Sea F:R"x R" —» R™ continuamente diferenciable y sea Q.e R™" tal que :
(xl,...xn,)(l,...,}/m)|—> (F1(X,y), ..., Fm(X,Y)) i

oF oF
X y ¢ : : R Y
1) F(Qo)=9. N v @ym%)
2) det M =0 donde M es la matriz m x m M = '
aF'm( ' ' ' ai}n(
a%@ : : : a%@

Entonces existe un abierto U < R™ tal que la ecuacion F(x,y) = 6 define

implicitamente una funcion diferenciable f:U cR"—>R" .
X =Y
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I) Enelcaso F:R*xR—R, el T. de la funcién implicita afirma :
Si Fyx, Fy, F, son continuas y existe Qo= (X,Yo.Zo) tal que :
1) F (X0,Y0,20) = 0.

2) F;(X0Y02o) 20 . Entonces F(xy,z) =0 define implicitamente a z =z(x,y)
en un abierto que contiene a (x.,Yo) , Z €s diferenciable.
Para determinar z,  z, , derivamos usando la regla de la cadena en F(x.y, z(x,))
=0.

Fx(x,y,z) + Fz(X,y,Z) Zy(x,y) = 0 = Zx(Xy) = — Fx (x.y.2) .
F, (xy,2)

Fyx,y,z) + Fa(xy.2) Zy(xy) =0 = zZy(xy)= - Fx (x.y.2) .
F; (xy,2)

I) Enel caso F:RxR*—>R?, el T. de la funcién implicita afirma :
Si Fi, Fiy, Fiz , Fox, Fay, F2, 50N continuas y existe Q.= (Xo,Yo,Zo) tal que :
1) Fi(X0,Yo0,Zo) =0 Y F2(X0,Y0,20) =0

oF oF

2) T; ,Tzl #0. Entonces F(x,y,z) = (0,0) define implicitamente a
dF,  OFy y=y(x) ya z =z(x) en un abierto que contiene a X,.
oy 0z, y(x) , Z(x) son derivables.

y’ y z’ se determinan usando la regla de la cadena en F(X, y(x), z(x)) = (0,0).

ﬁ + ﬁ y’(x)+ ﬁ Z,(X) =0
oX oy 0z
oF  OR
oF,  oF, oFy _, o _ F.F oy oz
2, 92 + =2 7760 = 0 Llamando J(-+-2%)= :
ax ey YWT 5 Te ( V2 ) oK oF,
oy 0z
obtenemos:
F.F FF
J(12) J(L2)
' X,z 1 X,y
y(X):- F,F ] Z(X):- F,F
J(L2) JL-2)
Y,z Y,z

I11) Enel caso F:R*xR*—>R?, el T. de la funcién implicita afirma :
Si Fix ,Fiy, Fui, Fu,Fax ,Fay ,F2u, Fay S0N continuas y existe Qo= (Xo,Yo,Uo,Vo) tal que :
1) Fi(Xo,Yo,Uo,Vo) =0 Y F2(Xo,Yo,Uo0,Vo) = 0

oF oF SO PIe

2) aTl T\i #0. Entonces F(x,y,u,v) = (0,0) define implicitamente a
oF,  oFy u=u(xy) ya Vv =v(xy)enun abierto que contiene a
au oV g, (Xo,Yo), Y U(X,Y) , V(x,y) son diferenciables.

Ux, Uy , Vx, Vy Se obtienen usando la regla de la cadena en F(X, y, u(x,y), v(x,y)) = (0,0).
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(ﬁ + a_F10_u + a_Fla_V =
oX ou ox oV 0X J(Fl,FZ J(Fl,FZ)
< XV o tux
OF2  oF2 0u  oF2 0V _ 0 = Uxxy)=-— o= Wx(Xy)=-—
oX ou 0x 0OV 0X J UV J(uv
L : ,
>
o, ROU L ORIV _ L L
J oy ouoyovey = Uy(y)=- e  Vx(XY) =
OF2  oF20u  OF2 OV _ |, v Iy T
oy ou oy 0OV oy u,v u,v

Los determinantes J se llaman Jacobianos.

Veamos un ejemplo del caso I).

Ejemplo:

Determinar si la ecuacién x* + z — In(yz) = 6 define implicitamente a z como
funcion diferenciable de x e y.

Busquemos un pto (X, , Yo, Zo) que Verifigue la ecuacion.
1) 22+2-1In (%. 2)=6

La funcion F(x, y, z) = x* + z— In(yz) - 6 , en un entorno del punto (2, % 2) que

verifica la ecuacion, es continuamente diferenciable porque la derivadas:
1 1 : 1 1

Fr=2x ,F,=- = ,F,=1- = soncontinuas. 2) F,(2, 5,2): 1-#0.
Yy Z

, o 1
El Teorema de la Funcion Implicita dice que en un entorno de (2, E) , Z€s

funcion z(x,y) de x ey, diferenciable, por lo tanto existen z, y z, .

1 27X 1 1 -z
2X+2— — 7, =0 .. Ix=——r : Zy-—-=-72,=0 .. Zy =

z 1-2 y z y(l-2)
Ejerciciol:
La ecuacién F(x+ y+ z, x y z) = 0 define implicitamente a z(x, y) como
funcion diferenciable de x e y. Calcular z.

F(x+y+z,xyz)=0. = F,Q+z)+F, (yz+xyz)=0
—

_Rityzk

u % (Fu+xyR)+FityzF, =0 = % = .
Fo + xy R

t

Ejercicio2: ’_/ﬁ

La ecuacion z + x ¢ (x y cosz)= 0 define implicitamente a z(x, y) como
funcion diferenciable de x e y. Calcular z.
Zo+ @ (t) + X @ (t)(ycos’z — Xy 2 coSz. Senz.zy) =0 2 |
sen2z , - P () + xycos“z ¢ (1)
X — .
1-x%ysen2z ¢ (t)
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VALORES EXTREMOS.
EXTREMOS RELATIVOS.

Consideremos una funcién f:Dc R®*—R .Puede ocurrir que en las proximidades
de P,e D° la graficade f sea de la forma que se indica en los siguientes casos:

1) (2)

Existe una bola Bs(P,) =D tal que Existe una bola Bs(P,) =D tal que
VP e Bg(Po) es f(P)<T(P) V Pe Bg(Po) es TP)=>T (P
©)
Z Para toda bola Bs(P,) D existen puntos
™ P"y P tales que:

L
/ :I ! y P eBs(P,) A fP)<T(P) .
Ly !

X p%D PeBs(P,) A T(P)>f(Pry) .

En el caso (1) decimos que f tiene en P, un maximo relativo f (P,). O que f (P,) s un
maximo relativo de f.

En el caso (2) decimos que f tiene en P, un minimo relativo f (P,). O que f (P,) €s un
minimo relativo de f .

Si ocurre el caso (3) decimos que en P, f _no tiene un extremo relativo. O que f (P,)
no es un valor extremo relativo de f .

Definicion.
Sea f:Dc R*>R , P,e D°.
El n°real f(P,) es un extremo relativo de f <

3 Bg(Po):V Pe Bg(Po) fP)< TPy (1)
Vv

3 Bg(Po):V Pe Bg(Po) fP)>fPy) (2)

Si ocurre (1) el extremo relativo es un maximo.

Si (2) el extremo relativo es un minimo.
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Sea f:Dc R* >R, P,eD.
Maximo absoluto.

f (P,) es maximo absoluto de f siy solosi VP eD es f(P)< f(P,).
Minimo absoluto.

f (P,) es minimo absoluto de f siysolosi VP eD es f((P)>f(P,).
Observaciones:

_Los extremos relativos, cuando existen, se presentan solamente en puntos
interiores del dominio de f.

_EI concepto de extremo relativo es un concepto local. Puede ocurrir que una
funcion tenga un minimo relativo que sea mayor que un maximo relativo.

_Los extremos absolutos pueden presentarse en puntos de la frontera de D y
cuando existen son Unicos. j Probar !

_ Toda funcion f continua en D cerrado y acotado tiene maximo absoluto y minimo
absoluto. (Este resultado se conoce con el nombre de Teorema de Weierstrass.)

La siguiente proposicion da una condicion necesaria para la existencia de
extremos relativos cuando existen las derivadas parciales.

Proposicién :

f:Dc PR, Po= (X0, Yo) € D°.

1) 3 fx(Po), Ty (Po) ~ )

2) f (P, es extremo relativo- = Vi(Po)=0 .

Dem.
Tenemos que probar que si valen 1) y 2) entonces  fx(Po) =0y fy (Po)=0

Para la demostracién vamos a suponer que el extremo es un maximo relativo.

Entonces:
IBs(P):V P=(x +h yo + k) e Bs(P,) s f(P)< f(Py). | PeBs(Py) & Vh? +k® <5

Esto es lo mismo que decir 35>0:

Vh2 + k% <8 = f(X+h, York) = f (Xo, Vo) < 0. En particularsik =0 :
Ih|<s = f(x+h, yo) = f (X0, yo) < 0.

f (Xo +h1y0)'f(X01yo)

Si 0<h<§ entonces . <0 . (¥
f hyy )-f(Xo,Yo
Si —s<h<o0 entonces (X * yor? (Xo.¥o) >0 . (*)
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Por hipotesis existe fx(Po) . lim  f(xq +hyo)-f(x0,y0)

[im f(Xo+h’yo)'f(X01yo) _ h_)0+ h
h—o0 h -

lim  f(xqg +hy,)-T(Xo,¥0)

h—o0" h
Como existen los limites laterales y ambos son iguales a Tx(Po), de (%) Y (™™)
tenemos:
lim  f(x, +hy,)-f(Xe.Yo)

fx(Po): h—)0+ h <0.
[im f hyy )-f(xo,VYo
fx(Po)= hso- o * yor? o ¥0) 54,

De 0 < fx(Po) < 0 sesigue fx(Po) =0 como queriamos probarll
La demostracion de f (Po) =0 es similar y se deja como ejercicio.

Los puntos para los cuales Vf (P,) =0 se llaman puntos criticos.

La condicion de que se anulen las derivadas parciales es sélo condicidn
necesaria para la existencia de extremo relativo. No es condicién suficiente.
Una funcién puede tener puntos criticos y sin embargo puede no tener
extremos relativos en esos puntos.

Ejemplo: Sea f tal que f(x,y)=y?—x°.
fk(xy)=-2Xx=0 = X=0

fy(x,y)=2y=0 =y=0 ..P,=(0,0)espunto critico y sin embargo f (0,0) =0
no es extremo relativo porque toda bola con centro en P, tiene puntos (h,0) y (0,k)
talesque f(h,0)<0 vy f(0,k)>0.

Como en P,=(0,0) no hay extremo relativo, el plano
tangente atraviesa la grafica de f .

Si P, s un punto critico donde no hay extremo relativo decimos que (X, Yo, f (Po))
es un punto silla.

Si en un punto critico hay extremo relativo, en las proximidades del punto la
grafica de f esta sobre el plano tangente si el extremo relativo es un minimo y
debajo del plano tangente si es un maximo.

Vamos a ver una condicion suficiente para la existencia de extremo relativo en
un punto critico.
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Asi como las funciones diferenciables tienen plano tangente y, en un entorno
de ese punto, la cota de la funcidn es proxima a la cota del plano tangente, si la
funcidn es continuamente diferenciable de orden dos tiene diferencial segunda.
En ese caso la grafica de la funcion es proxima a la grafica de la diferencial
segunda que por ser una forma cuadratica su grafica es la de una cuédrica, un
cilindro o el plano z =0 . Si el punto es critico y la cuadrica es un paraboloide
eliptico hay extremo relativo; pero si es un paraboloide hiperbolico no hay
extremo. Si es un cilindro o el plano, no se puede afirmar nada respecto de la
existencia de extremo.

CONDICION SUFICIENTE PARA QUE EXISTA EXTREMO RELATIVO.

Si fes una funcién con derivadas parciales de segundo orden continuasy P, €S un
punto critico, condicion suficiente para que f(P,) sea extremo relativo es que el
fxx(Po) fxy (Po)
fxy (Po) fyy (Po)
extremo es un minimo relativo y si fxx (Po) <0 €S un maximo relativo.

Cuando el Hessiano es negativo no hay extremo relativo en P, , y Si €s cero
puede 0 no, haber extremo en P, .

determinante Hessiano H f(P,) = sea positivo. Si fxx(Po)>0el

Dem.

1.2
II'm f(P)_f(Po) dPof(P'PO) 2!dpof(P'P0)
P— PO HP ) POHZ

Como P, es critico, dp, f(P-P,)=0 ¢ Por qué? . Entonces, siendo P - P, = (hk)

Por el Teorema de Taylor =0.

ERY:
lim f(P)- f(PO) 2!dpo f (h,k) B
(h,k) — (0,0)

2
|ch.

Esto dice que si P ~P, entonces f(P)—f(P,) ~ ;dpzo f(hK).

Por lo tanto VP =P, , f(P)— f (P,) tiene el mismo signo que la forma diferencial 2da.

SiV P ~P,la diferencial segunda es siempre positiva, entonces VP ~P,es f (P) > f (P,)
luego f tiene un minimo relativo en P, .

SiVP=P, la diferencial segunda es siempre negativa, entonces VP ~P,es f (P)< f (P,)
luego f tiene un maximo relativo en P, .

Si por el contrario la diferencial segunda cambia de signo en toda bola de centro P,,
esto es: IP"~ P, tal que diferencial 2da en (P™-P,) es positiva y 3P ~ P, tal que
diferencial 2da en (P -P,) es negativa, entonces:

AP =P, f(P)>f(P) y 3P)~P,: f(P)<Tf(P), luego f no tiene extremo relativo en P, .
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Debemos estudiar entonces la forma diferencial 2da.

d,fo f:RR’R es una forma cuadratica
(1K) Fu(Po)h?+ 2 fyy(Po) N k + fy(Po) K

Si llamamos : d§0 f (hk)=Q(h k), fx(P)=a, fy(P)=b,fy(P)=c

Tenemos:

Qhk=ah®+2bhk+ck®. Y completando cuadrado si a#0 :

2
Q(h,k):a(h2+29 hk + 2 k2——k2)+ck2

a’

b2
—a(h+ = k) k2 +ck?.

a

= L@h+bk)? +

QD

(ac —b?)k?
——

1[(ah+ bk)2 + (ac —b?)k?] .

Si (ac—b?)>0, Q(h,k) va a ser siempre positiva o siempre negativa seglin sea a > 0
0a<o. Hfgao)

Por eso cuando fX;(Po) fyy(Po) - fxy(Po)2; 0 ,dlfo f (h,k) es siempre positiva si fy (P,) >0
0 siempre negativa si fi (P,) <0 , como queriamos probar.

En cambio si (ac — b2) <0, es decir si Hf (P,) <0, habra vectores (h, k) para los cuales

Q(hk)> 0 y vectores (h",k") para los cuales Q(h", k)< 0 por lo que d,fo f tomara
valores positivos y negativos y entonces no habra extremos.

La grafica de Q(hk) es la de un paraboloide eliptico si (ac—b2)>0 y €s un
paraboloide hiperbélico si (ac—b?)<0.

Si Hf (P;) =0 puede haber extremo como es el caso de f (x, y) = x%; pero puede
ser que no haya extremo como en el caso f (x, y) = X°.

Ejercicios:

Estudiar los extremos relativos de :
a) z=x*—xy +y*-5y.

b) f(x,y) =x* = In(x+y) +y—1, definidaen D = {(x, y)|x+y>0}.
c) z=2sen’(x+y) =X’ +y —y.
d) z =2 cos?(x+y) — x* — xy .
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EXTREMOS LIGADOS (o Condicionados).
MULTIPLICADORES DE LAGRANGE.

Seaf:R*>R con la condicién de vinculo  g(x,y,z2)=0 (1)
xy.2)>w="f(xy,2)

Si g es continuamente diferenciable y en Py = ( Xo,Yo.Zo)) €5 g(Po) = 0y Qz(Ps) #0 ,
entonces la ecuacion (1) define implicitamente a z(x,y) como funcion diferenciable
dexey.

Decimos que la funcion f con la condicion de vinculo (1) tiene en P, un extremo
relativo ligado si @ (X, y) = f (X, y, z(x, y)) tiene en (X,, Yo) un extremo relativo,
donde z, = z(X,, Yo)-

Queremos determinar condiciones necesarias para que f con la condicion g(x,y,z) =0
tenga en P, un extremo relativo.

Supongamos f diferenciable y sea f (P,) un extremo relativo de f con la condicién (1).
Entonces ¢ tiene un extremo relativo en (Xo, Yo).

Por lo tanto @ x (Xo, Yo) =0 Y @y (X0, Yo) =0
fx(Po) + f4(Po) Zx (Xo, ¥o) = 0
() ] £,(Py) + Fo(Pe) 2y (Xor yo) = O

Como la ecuacion (1) define a z(x, y) diferenciable:

P
0P + GolP) 00y =0 = 2, t0ye) = — X0
gz(P,)
9y (Py)
Po) + 0 1(Po) Zy (Xo, Vo) = 0 :>ZXo,o:——0
9 y(Po) + 92(Po) Zy (Xo, Yo) y (Xo, Yo) 0:(P)
reemplazando en (*)
f(Po) F(P,) (P)=0
x\Fo) — g>< =
Z(Po) 0
f, () . .
fy(Po) — gy (P" g,(P)=0 ytambién vale obviamente:
f2(Po)
fz(Po) - g (P ):O
0: ()~ ° fP) =4 ,(P)
f P _
Si llamamos A = ) , podemos escribir : Fy(Po) —igy(Po)
gz(Po) f.(Po) = gz(Po)

Entonces Vf (P,) =A Vg (P,). Por lo tanto:

Condicion necesaria para que la funcion f con la condicion de vinculo g(x, y, z2) =0
tenga en P, un extremo ligado es que exista AR tal que la funcién
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L(x,y,2)=f(x,y,z)+Ag(x,y,z) tenga VL (P,) =0 .Es decir que P, sea punto
criticode L .

La funcion L se llama funcion de Lagrange y X se llama un multiplicador de
Lagrange.

Para determinar P, a partir de la funcion de Lagrange, tenemos que resolver el
sistema :

fx(P) + X gx(P)=0

VL(P)=0 fy(P) +2 gy(P)=0 Sistema de cuatro ecuaciones
g(x,y, =0 = fP) +1 92(P)=0 en las incognitas x, y, z, A.
P)=0
Ejemplo : 9(P)

Determinar los puntos criticosde f (x,y, z) =x+y +z con la condicién de vinculo
X+y+A=1 .
Formemos la funcion de Lagrange: L (x,y,2)=(x+y+z)+ A (C+y? +7°-1).

Ly(x,y,2)=1+2xA=0
Ly (x,y,2)=1+2yX =0

L,(x,y,2)=14+2zA =0 = k:—i:—i:—i x:y:z:—i.
2 X 2y 21 2\

De la condicion de vinculo x* +y*+72° -1 =0: 3 (—%)2 =1 . :g

A= % s A= —%. Con lo que obtenemos dos puntos criticos para f con la

condicion de vinculo.
Pl:(_ﬁ_ﬁ_ﬁ) y Po= (ﬁ ﬁ ﬁ) .
3' 3" 3 333
Si hay dos condiciones de vinculo:
91x,¥,2) =0 vy g2(x, ¥, 2) =0, que definen implicitamente a y(x) y a z(x):

Para que, en el punto P, , f tenga un extremo ligado es condicidén necesaria que
existan dos multiplicadores de Lagrange de manera que :

L(x,y,2)=f(X,V,2) +A0u(X Y, 2) + uga(x,y,z) tengagradiente VL (P;)=0 .

Ejercicio: Determinar la distancia mas corta del origen a la curva interseccion del
: 7

paraboloide z = e y2—x? yelplano x+y+z=2.

Como hay dos condiciones de vinculo la funcion de Lagrange es:

L(x,y,z):f(x,y,z)+k(x2+y2+z—£)+y(x+y+z_2)_
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La funcién f es la funcidn distancia al origen. Por comodidad vamos a considerar el
cuadrado de la distancia, teniendo en cuenta que si f tiene en P, un extremo que
vale a> 0, entonces f?también tiene, en P,, un extremo igual a a°.

L(x,y,z):x2+y2+zz+x(x2+y2+z—£)+y(x+y+z_2)_
Ly (X,y,2)=2x+2Ax+ u=0.
L,y (x,y,2)=2y+2Ay+pu=0.

L,(x,y,2)=2z+ A +u=0.
Obtenemos un sistema de cinco ecuaciones en las incognitas X, y, z, A , u .

(2X+2AX+u=0
2y+2Ay+u=0
22+ A +u=0

2 2 7
X"+ +7——=0
y 4

L X+y+z-2=0. = 2(y-X)+2A(yx)=0=> A=-1 sijy#X
Reemplazando en la lraecuacion: 2x—-2x+u=0 = u=0

1 .
Z= E . Reemplazando z en las dos ecuaciones de vinculo :

1
ry¥=5 | x+y=S o (x+yP=2 = 2xy=1 . K- Sx+I=o0.
y ; y 5 (x+y) 2 Xy Xt

Dedonde x= 1 ,y=1 o0 x=1,y= . Obtenemos asi los puntos criticos:
5 y y p

L
2

P =(£,1,£) y P,=(,1,1) . Si|x=y] seobtienen
: 2= 1.1
1 f V2 42

S S Sl L Pp=(=-—,=- . El extremo se produce en
242+4 2)y4(2424 ) P

P1yP2 y vale \f porque \E =d(P,0) = d(P,,0) < d(Pg,O) < d(P4,0).

P3:(

f (X,Y(X),2(X)) = X* + y*(X) +2%(X) = o (%). De las condiciones de vinculo en P :
PX)=2x+2yy+227. 2x+2yy+7=0. { 1+2y+7=0
¢ () =2+2(y) +2yy +2@) + 227" 1+y+7=0.
<o”(%) =242y + 2Ny +22) + 2(%) 7° | Luegoy=0;z=-1

2+2(y)’+2yy +7°=0 (2+2y +7 =0

= 1+y+2=0.

#(G) =242 2y 2 47

=2 > 0. Hay extremo en P y es un minimo{ Luegoy '=-2 ;7" =2

Observacion:
Los multiplicadores de Lagrange se pueden usar para facilitar la resolucion del

sistema formado por VL (P,) = 0 vy las condiciones de vinculo. Solamente sirven
para determinar puntos criticos. Después se debe analizar la existencia del extremo.

Marta Lagarrigue 56 Anélisis Matematico Il



INTEGRALES MULTIPLES

Vamos a definir la integral doble de Riemann y, de manera natural, generalizaremos
el concepto para obtener la definicion de integral maltiple.

En el espacio euclidiano E' vamos a considerar conjuntos cerrados y acotados donde
estaran definidas funciones reales acotadas.

Para ello, ademas de las propiedades algebraicas y de orden que hay en el campo de
los numeros reales R, vamos a usar las propiedades de completacion de R y las
propiedades topoldgicas que se derivan de la distancia usual en Ry en R",

Conjunto Acotado en R.

Sea AcR,A#¢.
Un numero real K se llama una cota superiorde A, si VxeA, x<K.

——
A K
Si A tiene una cota superior, el conjunto A se dice acotado superiormente.

De la misma manera;
Un ndimero real k se llama una cota inferior de A, si VxeA, k< Xx.

2 )
Si A tiene una cota inferior, el conjunto A se dice acotado inferiormente.

Definicion:

Un conjunto de numeros reales no vacio, es acotado si estd acotado
superiomente e inferiormente.

Esto es:

A es acotado si existen constantes a,b € R, a<b talesque Yxe Aesa<x<b.
Podemos decir, entonces, que : Un conjunto de nimeros reales no vacio, es acotado
si existe un intervalo real [a,b] tal que A c[a,b].

Observemos que si K es una cota superior de A todo namero a la derecha de K
también es cota superior. Por lo tanto si un conjunto esta acotado superiormente
tiene infinitas cotas superiores.

—— K
A
Lo mismo para la cota inferior. Si k es una cota inferior de A todo numero a la

izquierda de k también es cota inferior. Por lo tanto si un conjunto esta acotado
inferiormente tiene infinitas cotas inferiores. A

SN
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Extremo superior

Sea AcR, A #¢. A acotado superiormente.

Definicion
Un n° real M se llama extremo superior de A (o supremum de A o supremo de A) si
1) M es cota superior de A. (Vxe A, x< M)

ysolossi 2) M es la minima cota superior. (K cota superior de A = M < K).

La notacidn para el extremo superior de A es : SUpA.

La siguiente proposicion caracteriza al supremum de un conjunto.
Proposicion:
Sea AcR, A #¢. Aacotado superiormente.

i) M es cota superior de A.

M=supA < ) Ve>03IxeA: M—-g<X
Dem.

(=)

Sea M =supA.

Vale i) por definicion de supremum.
Para probar ii), sea €>0. Como M —e<M y M es la minima cota superior,
M — & no puede ser cota superior de A. Luego I3xeA : M —-g<x. q.ed.

(<)

Razonando por el absurdo, supongamos que valen: i) M es cota superior de A y
i) Ve>0dIxeA: M—-g<x; peroque M = supA.

Entonces 3 K cota superior de A tal que K<M . ™)

K<M = M-K>0

Llamemos M —-K=¢ >0.Por hipdtesisii) 3IxeA: M —g<X.
K

Luego 3xe A : K< x. Esto dice K no es cota superior de A, en contra de (*).

La contradiccion provino de haber supuesto M = supA. Por lo tanto, si valen i) y ii)
debe ser M =supA. g.e.d. i

Vamos a aceptar como axioma la siguiente proposicién llamada Principio del
supremum.

Principio del supremum.
Todo conjunto de niumeros reales, no vacio y acotado superiormente tiene
supremum.
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De manera similar, se define el extremo inferior de una conjunto de nimeros
reales acotado inferiormente.

Extremo inferior

Sea AcR, A #¢. Aacotado inferiormente.

Definicion
Un n° real m se llama extremo inferior de A (o infimum de A o infimo de A) si y
610 si 1) m es cota inferior de A. (Vxe A, m<Xx)

2) m es la maxima cota inferior. (k cota inferior de A = k <m).

La notacion para el extremo inferior de A es : inf A.

La siguiente proposicion caracteriza al infimum de un conjunto.
Proposicion:
Sea AcR, A #¢, A acotado inferiormente.

m=infA < M es cota inferior de A.
ii)V8>03X€A:X<m+8.

La demostracion se deja como ejercicio, y también la prueba de la unicidad
del supremum y del infimun, cuando existen.

El Principio del supremum es equivalente a la proposiciéon:“Todo conjunto
de nameros reales, no vacio y acotado inferiormente tiene infimum”,

Esto es: Si vale el Principio del supremum entonces se puede probar
que“Todo conjunto de numeros reales, no vacio y acotado inferiormente tiene
infimum”. Y reciprocamente, si suponemos valida la proposicion entonces se
puede probar el Principio del supremum.

Conjunto acotado en R".

Sea BcR",B #¢.

def
Besacotado <« {d(P.QeR|P,QeB} cResacotado.

Esto es lo mismo que decir: B es acotado sii 3k>0:V P,Q B, |[P-Q||<k.
Rectangulo coordenado en R".

donde Vi=1,.,n a,bie R, b >g.
Esto es: R =[ay, bi] x[az b2] x... X[an, by] .
Un rectangulo coordenado en R es un segmento.
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Si n = 2, un rectangulo coordenado es un rectangulo en el plano, de lados
paralelos a los ejes coordenados. y
Con notacion clasica R = {(x, y)|a<x<b, c< y<d }. d

c
Z | | a b

Sin =3, un rectangulo coordenado es un
paralelepipedo en el espacio, de caras T

paralelas a los planos coordenados. ! !

Paran =1 se define la longitud de R =[a, b], I(R) =b-a.

Paran =2 se defineel areade R=[a,b] x[c,d], AR)=(b-a)d-c).
Y para n =3 se define el volumende R =[a, b] x[c,d] x[e, 1],

V (R) = (b- a)(d-c)(f —e).

La siguiente proposicion es una consecuencia de las definiciones y se deja
como ejercicio para las clases practicas:

Proposicion
BcR",B #¢.
B esacotado «<_3 RcR", rectdngulo coordenado tal que B R.

Funcion acotada.

f:DcR">R
def
fesacotada <« {f(P)|PeD }<=Resacotado.

Podemos decir que f es acotada sii 3keR, k>0: VPeD |f(P) <k.

Definicidon de integral doble .

Sean RcR® un rectangulo coordenado y f :RcR?*—>R una funcién
acotada.
No pedimos otras hipotesis para f. (como continuidad etc.)

4] ot R

Paralelas a los ejes coordenados dividen a R en
q b sub-rectangulos parciales.

Si de esta manera dividimos a R en n rectangulos
coordenados Ri, Ry,.., Ry,..., Ry, decimos que hemos efectuado una particion
7 del rectangulo R. Los rectangulos Ry se denominan sub-rectangulos de la
particion r .

C+
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y | Efectuada la particion n de R, diremos que

dt AT Ry otra particion n’ de R es mas fina que «, 0

i "_:g R« que es posterior a «, si cada sub-rectangulo

bl X de n’ esta contenido en un sub-rectangulo de
TC.

Observacion: Una particion ” mas fina que = se obtiene agregando nuevas

paralelas a las que determinan = .

a

Sea, entonces, © una particion de R en n rectangulos Ry,..., Ry ,..., Ry.
Para cada sub-rectangulo Ry, sea :

Mi(f) =sup{f(P) [Pc Rc}y
my(f)=inf{f(P)|Pe R¢}. Estos nimeros siempre existen. ¢ Por qué?

Z )

M(1)

//——7 y i
X L_ J Rk

R

Llamamos suma superior de Riemann correspondiente a la particion w a :

S(f.m = M) ARY.
k=1

Y suma inferior de Riemann correspondiente a la particion w a :

n
S(fn)= Z mi(f) A(Ry). ESstos nUmeros siempre existen.
k=1
Es evidente que para cada particion , S(f,r) < S(f,n); pero también es
cierto una afirmacion mas fuerte:
Proposicion:
Si 7 y 7’ son particiones de Ry 7’ es mas fina que 7, entonces:

S(f,m) < S(f,7")< S(f. 7)< S(f,n) .

No daremos la demostracion en detalle. S6lo observamos que como
S(f,m)y=my(f) AR +...+ M) AR +...+ my(f) A(R,), cada sub-rectagulo
Ry de &t se divide en varios sub-rectagulos de =’ , de manera que
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M) I! TR AR) = AR )+ +A(R'k, ); pero

: ;:ngi' VI=1..a0 myf)< my(f) porque R'yj =Rx.
a "'b X
Luego my(f) A(R) = M (f)(A(R'ky )+...*A(R'k,, )
< Mk (f) A(R'ky )+...+Mka () A(R'k, )-
- S(f,m) < S(f,n"). De manera similar se muestra S(f,x’) < S(f,r) .q.e.d.

Se sigue que tambiéen vale:

Si 7" es mas finaque © y n’” entonces: S(f,m) < S(f,x")< S(f,n”") < S(f,n)
Esto nos permite afirmar que cualquier suma superior es mayor o igual que
cualquier suma inferior y por lo tanto:

sup{S(f,m)} < inf{S(f,m}
T T

Definicion

La funcion acotada f :RcR?*>R es integrable en R, en el sentido de

Riemann, si y solo si:
sup{S(f,n)} = inf{S(f,n)} = I

T T

Sila funcion f es integrable en R, el n° real I se llama la integral def en R
y se denota; ”R f

Otras notaciones son : Hf dA | U f(x,y) dx dy

R R
Vamos a dar dos ejemplos de funciones acotadas. Una integrable y la otra no.

Ejemplo 211 Para cada particion  de R y cada sub-rectangulo Ry es
f:RcR° >R m(f)=Md(f)=cC .

P> f(P)=c Demodoque Vrm S(f,n) :§(f,n)=ZCA(Rk)
k
”fdAZCA(R).
R

Ejemplo 2: Para cada particion © de R, cada sub-rec
_ ) tangulo R tiene ptos con x racional y ptos
f:RCR' >R con x irracional de modo que V ny V Ry

0 si x racional — - . —
(% Y) = FO0Y) =1 g wirracional m(f) =0y M(f)=1. Luego: S(f,m) =0

{s(f,m} =0 inf{S(f,n)} =AR)

S(f.m=> A(Ry)=A(R) entonces Sip .
k

por lo tanto f no es integrable.
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Un criterio Gtil de integrabilidad es el siguiente.

Teorema
Una funcién acotada f:R cR*—R es integrable sii V ¢>0 3, particion
de Rtalque S(f,m)-S(fm<e.
Dem.
Probamos primero:
f:RcR’*>R integrable = Ve>0 3, particionde R: S(f,n) - S(f,n)<e.

Sea entonces f integrabley & >0, (por lo tanto % >0).
Por hipétesis sup{S(f,m)}=inf{S(fm}=1. Entonces, para % existen particiones

n’y '’ tales que I—% < S(f,n) y S(fn") < I+§ . ¢Por qué?
Eligiendo = mas finaque n’ y n’’, resulta :

|—§< S(f,w)) < S(fm) < S(fm) < S(f,a’) < |+§.

Por lo que é(f,n)—§(f,n)<(|+z)—(l—z)zs. Q.ED.

En el otro sentido:
Ve>0 I particionde R: S(fn)-S(fr)<e = f:RcR?*—>R integrable.

Siempre vale: S(f,r) < sup{S(f,m}< inf {S(f,m)}< S(f ).
Razonando por el_absurdo, supongamos que vale Ig hipdtesis; pero f no es integrable.
En ese caso inf{S(f,n)} #sup{S(f.m}. .. Inf{S(f m}-sup{S(fn)}=¢>0.

Por hipétesis existe =, particion de R talque S(f,n) — S(f,n ) <e. Entonces:
e = inf{S(f,m} - sup{S(f,m} <S(f,m)-S(fn)<e.iContradiccion!

Este criterio sirve para probar:

Resultado importante:
f:RcR*>R continua = f integrable en R.

Las funciones continuas en conjuntos C cerrados y acotados tienen propiedades
agradables, como por ejemplo: Si f es continua en C, entonces:

1) f es acotada.

2) f alcanza en C el supremum My el infimum m.(Esto es: 3P"y P tal que
f(PY)=M y f(P)=m.Ademas, si C es conexo, f toma todos los valores entre my M.

3) f es uniformemente continua en C.
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Definicion: f es uniformemente continua en C sii V £>0, 3 d(¢) > 0 tal que
VP,QeC ([[P-Qll<de = [fP)-f@Q]|<e).

Usando estas propiedades de las funciones continuas, que aceptamos sin demostracion,
probaremos :

f:RcR?*>R continua = f integrable en R.

Dem.

Seag>0,porlotanto ——=¢'>0.
A(R)

Como f es uniformemente continua en R 3 8(¢”) >0 : (|| P-Q|| < 8(e”)=| f (P)-f(Q)< €).

Siempre podemos elegir una particion © de R en n sub-rectangulos R con k=1,...,n
tomando n suficientemente grande, de maneraque Vk y V Py, Q¢ €Ri sea
| Pc—QK|[ < 8(¢)

V k=1,..n f escontinuaenRy .. 3 P;ylf’k eRy tales que Mk(f):f(pl’:) y
m(f) =F (Py).

Y como V k Ry R, por la continuidad uniforme

”PI’:_ Py ll< 3(e7) = |f (P;) —f (A = M(f)—m(f)<e’.

vV k , M(f) AR — mi(F) A(RY) < €’A(Ry)

S ) MK(F) ARK) - D mi(f) A(Rk) <&"A(R)=¢&
k=1 k=1

S(f,n) S(f,m) B
Hemos probado que V ¢>0 3 x, particionde R: S(f,nr)— S(f,n)<e¢
Esto dice :  f integrable en R, Q.E.D.

n

J

Nos interesa ver ahora, cuando una funcion acotada es integrable en conjuntos que no
sean rectangulos.

Sea C un conjunto cerrado y acotado en R?y f:C cR?—R una funcién acotada.
Como C es acotado 3 R, rectangulo coordenado en R* tal que Cc Rc R®.

’IZR DefinimosenR f °: RcR°->R
o, [ f(P) siPeC
{ 0 siPgC

Como f es acotada en C, resulta f ~ acotada en R.

Definicion
Decimos que f es integrable en C sii f ~ es integrable en R, y denotamos:
[[ fdA=]] fTdA.
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Sif=1enC, f" eslafuncion caracteristica de C , y si esta funcién es integrable en
R, por definicion es J'J'C dA = A(C). Area de C, o contenido de C.

Se observa que si C es un rectangulo R = {(x, y)eR?|a<x<b, c<y<d},
HR dA = A (R) = (b— a) (d- c).

Se puede mostrar que un subconjunto acotado C— R? tiene &rea nula (o contenido
cero), esto es J'J'C dA = A(C)=0,siysolosi Ve>0 existe un cubrimiento finito

n
de C, por rectangulos cerrados {R1, R,,..., R} tal que ZA(Rk) <¢. Esto es lo que
k=1
enunciamos en la siguiente proposicion, cuya demostracion se deja como ejercicio
para las clases précticas.
Proposicion
Sea CcR? un conjunto acotado.

HC dA=0 <« V&>0 3Ry,Ry,..,Rk,...,Rn, rectangulos coordenados tales que

n n
URk>C y Y ARk)<e.
k=1 k=1

Ademas, se puede mostrar que si la frontera de C, 0C, tiene area nula, la funcion
caracteristica de C , que se denota Xc , es integrable en cualquier rectangulo que

contengaa C. Estoes:  [[dA=0 = [[dA=A(C).
oC C
También vale el siguiente resultado que enunciamos y no damos la demostracion:

Si C es un conjunto acotado cuya frontera tiene area nula y f es continua en C,
salvo en un subcjto de area nula B< C, entonces f es integrable en C.

Todo lo dicho para integrales dobles sirve para definir integrales simples(de una
variable), integrales triples y en general integrales de orden de orden n.

En R* un rectangulo coordenado R es un intervalo real I= [ab] , y una particién =«
consiste en dividir [a,b] en n intervalos mediante puntos X,= a< X;<...< Xi<...<X,=b.

Las funciones que se consideran son f : [ab]JcR—R acotadas y vale la misma
definicion de integral. El simbolo es j fdx. Ysi f=1es j dx = long(R) = (b—a) .
[a,b] [a,b]

En R® un rectangulo coordenado R es un paralelepipedo y una particion = de R se
obtiene trazando planos paralelos a lo planos coordenados.
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La notaci6n para integrales triples de funciones f : RecR> >R es : jﬂR fdv o

mR fdxdydz. Ysi f=1, jijdv = V(R).

SiR={(xy 2)eRa<x<b, c<y<d,1<z<0}, ijdv = (b- a) (d- ¢) (1- 0).
Observar que si R = {(x, y)eR*|a<x<b, c<y<d}c R

”RldA :”R dA = A (R) = (b- a) (d- ¢) = V(R).

Esto es: ”R dA  esel area del rectangulo R = R* y también es el volumen de

un paralelepipedo R « R® de base R y altura 1.

N } 1
A R R
Definicion:
En este curso vamos a decir que un conjunto es conexo Si es arco-conexo./E\sto es:

Decimos que un conjunto CcR" es conexo si VP,QeC , Junacurva PQ cC.
Ejemplos

conexo NO conexo conexo
@ @ A

Definicion:
R < R" es una region si es la unién de un abierto conexo con parte de su frontera.
region o no es region no es region

b A N

\ y ==

9 >

N
e ~

Interpretacion geomeétrica de la integral doble.

Sea R = R? una regién cerrada y acotada y f: R «R?>R continua y no negativa

en R* . Entonces f es integrable y el valor de la integral es, por definicién, el
volumen V del sélido en R® limitado superiormente por la grafica de f e

inferiormente por la regién plana R. z f

/‘i/
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PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES MULTIPLES.
1) Propiedad de linealidad.

Seanf: R cR*>Ryg: R cR*>Rintegrables en , R regién cerrada y acotada,

y sean a,beR.

Entonces af + bg es integrable y af +bg)dA=al| f dA + b|| g dA
[ (ar +bg)aa=af[ 1 oA + b]]

2) Propiedad de monotonia

Sif y g son integrables en R entonces: |V Pe R f(P)>g(P) = [t dA> [[gdA
R R

3) Propiedad de sumabilidad respecto de la region de integracion.
Sean las regiones Ry, R, R = R? cerradas y acotadas, tales que R =R ;UR , con

RolﬂRoz = ¢. Y sea fintegrable en R .Entonces: J'J' f dA:H f dA +U f dA
R R1 R

Dem.

1) Propiedad de linealidad.
Como R esacotada existe R, rectangulo coordenado talque R <R ysif es

integrable entonces ijf dA =|[ £ dA .
Por lo tanto es suficiente probar las propiedades cuando la region de integracion es
un rectangulo coordenado R.
Probemos que (af + bg) es integrable en R, sabiendo que f y g son integrables en R.
Basta probar que f + g y que af son integrables. ;Por qué ?

Demostracion

Para cualquier particion = de R vale :

S(f,m) + S(g.m) < S((F+g).m) < S((f+g).m) < S(fx)+ S(g.n).

Entonces : S((f +g),x) — S((f +g).x) < (S(fm) + S(g.m)) — ( S(f, n) + S(g.m)).
S((f+9)m) — S((F+9)m) <(S(fm) — S(fm)+(S(@m - S(an). (%)

Sea &> 0. Como f y g son integrables, para % existen particiones ©° y " tales que:
S(fx)- S(tx)< -y S(r)- Sx)< .

Simesmas finaque n"y =n", de (*), resulta S((f+ g),n) — S((f + g),n)< §+§: €
y por lo tanto f + g integrable.
Falta ver que la integral de la suma es la suma de las integrales.
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Llamemos I, 11, I, alas integrales de f + g, f y g respectivamente.

Sea ¢>0. Como I; e I, son supremos de sumas inferiores , Existen particiones m;y
n, de R talesque |, — % <S(f,m) ,lb— % < S(g9,m)

Simtes més finaque my m,, es: hitl,—e< S(f,n)+ S(g,n) < S(f+g,n)

Luego V &>0 3« particion de R tal que (I3+1,) — e < S(f+ g, n).

Esto dice que (I+12) =1 = sup {S(f+ g, =)} , como queriamos probar.

Para probar af integrable, supongamos primero que a> 0.
Cualquiera sea la partici_én T, vale_:
S(af,n)=aS(f,nr) <aS(f,n)= S(af,x).

Sea e>0. Como f esintegrable, para g existe 7 tal que S(fr) — S(fn)< g :

Entonces : aS(f,x) — aS(fn) < a.g - S(af,n)- S(af,n)<¢.
Porloquesia>0y f integrable esaf integrable.
Sia<0 S(afm)=aS(fx) y S(af n)=aS(fn) .

Por lo tanto si &> 0, é> 0 . Entonces:
S(af,m) — S(af,m) = aS(f,x) — aS(fx) =(- a) (S(f.x) — S( ) < (-a) é: e. |

2) Propiedad de monotonia.

Supongamos f y g integrables en un rectingulo Ry VPe R f(P)>g(P).

o) \v Pe R f(P)—g(P)> O\ y como f — g es integrable en R,
ﬂR(f —g)dA :ﬂRf dA — ﬂRg dA .

Por (*), para cualquier particion = de R vale :
0<S(f-g,m)<supS(f-g,m)=inf S(f-g,m)= (f—g)dA
R

L[ (f-g)dA 20 = [[fdA—[[ gdA 20 = [[fdA> [jgdA .l
R R R R R

3) Propiedad de sumabilidad respecto de la region de integracion.

Sean las regiones R 1, R 5, R < R? acotadas, “
(0] (0]

tales que R =R UR ; con RiNR ;=4¢. b

Entonces:

fintegrableen R < fintegrableenR ; yen R,
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y vale ijf dA:j]glf dA +ij2f dA .

La prueba es inmediata si las regiones son rectangulos coordenados.

En efecto, supongamos R =R; UR,
Rl

R1

Sea f integrable en R . Entonces V &> 0 existe una particion = de R en n sub-
rectangulos (suficientemente fina, de manera que n; sub-rectangulos R’y cubran R;
y n, sub-rectangulos R”x cubran R,

donde n=n;+ny)talque: S(frn)— S(fn)< ¢

S(t-8(tm= 3 M _(H-m (H]aR)+ 3 M ()-m (H)]AR])
k=1

k = n1 +1
= S(fum) = S(fum) + S(fam) — S(fam) < € (*)
N J N J
MOEL Y (2 >0

Donde f; eslarestriccionde f aR; y f, la restriccionde f aR,.
De (*) sesigueque (1)<e y (2)<e .Estodice f integrable en R;yenR,.

Y vale ﬂRf dA= HRfl dA + HFIZ dA.

Reciprocamente . Sea ¢ >0 . Si suponemos que f es integrable en Ry y en Ry, para

%> 0 existen particiones : =, de Ry y n, R, tales que (1)< % y (2) <% :

La union m; U m,es una particién « de R tal que

&

S( fn) - SRfm) < = Ry 5 = gr,Esto dice f es integrable en R, como queriamos

probar.
VVamos a ver ahora una forma alternativa de definir el concepto de funcidn integrable.
Para ello damos la siguiente definicion:

£
2

Sea f:R < R*—R una funcién acotada en R conjunto acotado

Como R es acotado 3 R, rectangulo coordenado en R* tal que RcRc R?.
R DefinimosenR f : RcR*>R

f(P) siPeR
@ P { 0 siPgR

Como f es acotada en R, resulta f * acotada en R.
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Sea m una particion de R en n subrectangulos parciales Ry, R,..., Ry,...,R, .
Vv k =1,..,n llamamos diametro de Ry a dx= maximo de las distancias entre puntos de Ry .
dx es la longitud de la diagonal del rectangulo Ry .

y definimos como norma de la particion © al maximo de los diametros dy .
n(r) =max{dx | k = 1,..,n } En cada sub rectdngulo Ry elijamos un punto cualquiera
P« y formemos el producto f (Py) A(Ry).

n
La suma Z f (P) A(Ry), se llama una suma de Riemann asociada a la particion .
k=L
Observamos que cada suma de Riemann depende de la particion =y del punto P
elegido en cada sub rectangulo Ry .

Definimos “limite de las sumas de Riemann” asi :

Si existe un numero real | , al que se aproximan todas las sumas de Riemann
asociadas a particiones 7 de normas n(m) que tienden a cero cuandon crece,
decimos que las sumas de Riemann tienen limite I. P

(nes el nimero de subrectangulos Ry)
Si las sumas de Riemann tienen limite I, escribimos :

n *
lim > f°(PYAR)=1.
n»soo k=1
n(m)—0

El significado preciso de este limite es el siguiente:

lim g f PIAR) =1 < Ve>03d38(e)>0 yn,eN tal que Vr de norma n(m)< §(e) cdo n> n,

n—00 k=1 . n . .
n(m)—0 y toda suma de Riemann Y. f (Px) A(Rk) asociada a = es
k=1

% f'P)AR) -1 | < .
k=1

Una condicion necesaria y suficiente para que una funcion acotada en un rectangulo
sea integrable la da el teorema de Darboux, que enunciamos, sin demostracion.

Teorema de Darboux

Sean f:R cR*— Racotada, R rectangulo de R*, I nimero real.

n
f esintegrable Riemanny Hf dA=1 < Ilim 3 f(PYARY)=1I.
R n— 00 k:].
7m0
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TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO INTEGRAL

Antes de enunciar el teorema, vamos a sefialar las propiedades de las funciones
continuas definidas en regiones cerradas y acotadas que tendremos en cuenta en la
demostracion del teorema.

1. Toda funcién continua f definida en un conjunto R cerrado y acotado
alcanza el minimo absoluto m 'y el maximo absoluto M. Esto es:
dPeR : VPeR f(P)> f(P)=m vy

3PecR : VPeR f(P)< f(P) =M.

2. Si R es una region (conexo con interior no vacio) cerrada y acotada, la
funcion continua f toma todos los valores comprendidos entre m y M. Esto es:

Vpue[mM], 3P eR : f(P)=p.

Teorema V.M.C.1I.

Sea Runa region cerrada y acotada, f: RcR* >R y g: RcR?>R continuas
y V P eR g(P) >0. Entonces existe un nimero real p entre el minimo absoluto
m y el maximo absoluto M de f en R ta:?que H f(P)g(P) dé\ = p”g(P) dA.

Dem.

Por la propiedad 1. existen m =min{ f(P) |PcR} y M = max{ f(P) | Pc R} y vale:
vPeR m<fp)y <M. Como por hipétesis g es no negativa en R
tenemos:

vPeR m g(P) < f(P) g(P) < M g(P). f Y g son integrables por ser cqntinuas en una
region cerrada y acotada, ademas por la mono
tonia y linealidad dela integral podemos escribir:

[ o)A < [ (PIPYA < [[ M o(PIA.

m|[gPaA< [ (PoPA <M [[g@a. (1)

a) [[ro@)A >0
b) [[re®aA ~0

d
Si vale a) podemos dividir en (1) y obtenemos m < .”Rf(P)—g(P)A <
[ gP)aa
f(P)g(P)dA R
W obtenemos ”Rf(P)g(P) dA:HJ.J.Rg(p) dA, que es

Si vale b), reemplazando en (1) tenemos:

VPeRgP) >0 = ﬁRg(P)dAzo 3{
M

Si lamamos p =

la tesis.
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0< ﬁR f(P)g(P)dA <0 = ﬁR f(P)g(P)dA =0

eligiendo como valor de u a cualquier nimero entre m y M, obtenemos

nuevamente la tesis.
[[ ®aera =uffoama. I QED,
H_J

0
Interpretacion geométrica de un caso particular del T.VV.M.C.1.

Sea f: RcR’>R continuay no negativa en R regién cerrada y acotada y
g=1len R.

El T.V.M.C.I dice que existe 1 eR tal que J'J'Rf(P) dA= HJ'J'RdA. Conm< p <M

Como f es continua en R que es conexo por ser region, toma todos los valores
comprendidos entre m y M . Hay entonces un punto en Rdonde f asume el valor ..
Estoes:3Pe R: p=f(P"). Por otra parte IIRdA: AR) .

Luego podemos escribir : 3 P*e Rtal que J'J'Rf(P) dA=f (Y. AR).

El ler miembro de esta igualdad es .”Rf(P) dA. (volumen del sélido limitado

superiormente por la gréfica de f e inferiormente por la region plana R)

El sequndo miembro es f (P) A(R). (volumen del cilindro de altura f (P) y base R).

z

V= ﬂRf(P) dA.

n=fP) < BN ~

/

""""" V=P AR = 1. AR.
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INTEGRALES PARAMETRICAS

Sean ay f funciones continuas en [a,b] y f: R— R continua, donde R es una
region de R?, cerrada y acotada tal que :
R={(xy)e Rla<x<b,am<y<px}.

Se llama integral paramétrica a la funcion F :[a,b] >R
B(x)

X > F(x):ja(x) f(x,y)dy
Interpretacion Geométrica. Z
Sea X, €[a, b] f
_ B(xo0) _ B(xo)
Flo)= [ oy FOomay=[ 0" a(ydy.
Fxo) = A(R).

En efecto, la curva C es a " (% o)

C {‘ 2=1(%Y) yenelplano ) GARREEREEEEED B

(XO, ﬂ (Xo))
B

X =Xo b o
vertical x = x, su ecuacion es X

Z=f(X0 ¥) = Q(Y) ; oXo0) <Y < B(Xo)

Por lo tanto F(x,) es el area A(R) de la region R’ del plano vertical de ecuacién

X = X, , limitada superiormente por la curva C = ¢ ([a(x.),p(X)]) € inferiormente por
el segmento determinado por 10S puntos (x., a(x,)) Y (Xo B(Xo)) -

Vamos a mostrar la continuidad de la integral paramétrica; pero antes veamos las
consecuencias del hecho que la integral paramétrica sea una funcion continua.
Si F es una funcion continua en [a, b], entonces V xe[a, b] se cumple:

lim F(x+h)=F(x). Entonces:
h—0

, B(x+h) B(x) lim B(x+h) .,
= [
h|III| I (x+h) f(x+h,y)dy = I 0 f(x,y)dy = hIIﬁOO (xrh) h|Ill|0f(x+h,y)dy

Observamos que la continuidad de la integral paramétrica se traduce en que se
puede invertir el proceso “ limite” con el de “ integracion”.

Proposicién : La integral parameétrica es una funcién continua.

Dem.
Hay que probar : V X €[a, b] hI|'mO F(x+h) = F(x) .
-

Sea &> 0, tenemos que determinar () > 0 tal que (| h|<&() = |Fx+h) - Fx)|<g).
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F(x+h) - F()-jﬁ(X f (x+h,y)dy - j f(x,y)dy.

B(x+h) B(x+h) o(x+h)
ja(m) (crhy)= fouydyldy [ FOoydy— [T Gy
N J
N ¥
I4 P I3

|Foerh)y—Fol < 1] + 1]+ [15].

Tenemos que acotar las tres integrales, para ello vamos a tener en cuenta
propiedades de las funciones continuas en conjuntos cerrados y acotados:

a y B son continuas en [a, b] , luego son acotadas y uniformemente continuas en
[a, b].

. A Hnreal tal que V x €[a, b] |a(x)|£H.

dLnrealtal que V x €][a, b] |ﬂ(x)|sL.

Y por la continuidad uniforme vale:

Ve>0 6k.)>0: VXX €[ab] si |x—x|< & entonces | a(x) - a(x) | < € .
Ve>0 3870 : VXX e[ab] si [x=x|<8" entonces | Bx) - Bx)|<e.

Como f es continua en la region cerrada y acotada R, f es acotada y

uniformemente continua en R.
Porque es acotada.
- IKnorealtal que V (xy)eR |fxy) <K .

Por ser uniformemente continua vale:
Ve>0 38k.)>0: VP, QeR, i |P-Q|< ¢ entonces | f(P)-f(Q) l<¢.

h h
= P ey toopavlay | < [P ] s ny)- 1oyl ay.

a(x+h) a(x+h)
Para &’= 3(|_8+ D 3 S1(e) : (x+hy)-(xy)|< 1= | fx+hy)-f(xy)|<e.
H_J
Entonces si |h|<sye): [Nl

B(x+h) B(x+h) )
< _ '
ILl< J.oc(X+h) | flcrhy)-t0x y)l dy < J.oc(X+h) edy <e

I l<e (Ipothy | + laex+h)|) <&’ (H +L).
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Si |h|<s, es ||1|<Z_

B(x+h) B(x+h) B(x+h)
I, = f(x,y)dy | < f(x,yydy < K dy.
1, Hs(x) ey | [y 1 fOMNdy < K[ dy
Paras”:% 3 5xc7): | (x+h=x|<8 = |px+rh)—pol<e”.
Entonces si |h|<8ye™):
[12]<K IB(M) dy < K [poerh) - oo | < Ke”
B(x)
Si |h|<82 es |I2|<§ .| . Un razonamiento similar muestra que :
Para s”:ﬁ 3 85e) |x+h)-xl<8; = lax+rh)—ax|<e”.
Si |h|<s; es |I3|<% .| . Eligiendo & =min{51, &», 55} , tenemos:

lhl<s = |Ferh=Fol < ||+ 1]+ ||3|<%+%+%:g_

Ve>0 36()>0 : lh|<s = | F(x+h) - F(x)| <& .Esto dice F continua.l Q.E.D.

El siguiente teorema nos da una regla para obtener la derivada de la integral
paramétrica. Se conoce con el nombre de regla de derivacion bajo el signo integral o
regla de Leibnitz.

Regla de Leibnitz
Sea la integral paramétrica F :[a,b] >R .

B(x)
() f(x,y)dy .

donde a y B, ademas de continuas en [a,b] son derivables en (a, b) ; fes continua en

Xi> F(x) =

R={(xy)e Rlasx<b,ax) <y<px}y existe f, continua en R®.
Entonces V x e(a, b) existe F’(x) y vale :

P = [0 xOydy +F (A 5760 — T (x a9). @9 .

(02

Dem.

Probaremos la formula, primero, para el caso en que « y g sean constantes.
Sea entonces F(x)zj'B f(xy)dy .
o
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F(x+h)-F(x) _ “m

lim (J. f (x+h,y)dy J. f(x,y)dy)
h—0 h
= lim iJ'B[f(x+h,y)— f(x,y)]dy . Por T.V.M.C.D. ( fciones de una
h—0 h’a
= |im EJ'B h fy(x+ehy)dy. 0<0<1
h—0 h “a

Es una integral paramétrica porque fy es
ctinua y por la continuidad de la integral
paramétrica se puede invertir el limite con
la intearal.

J'B lim f,(x+o6h,y) dy.
@ h—0
= J.B fy(x,y) dy. Por la continuidad de f .
(04
Hemos probado que si o y B son constantes F’ existe y vale F’(x) = J'B fo(xy) dy.
(04

Para probar la formula en el caso general, observemos que F es funcion de x, ay S.
B(x)
FO9=[

F'(x)= ®x+®a o +Dgf (%)

f(x,y)dy = ®(X, a(x), f(x)). Y porlaregla dela cadena :

dx 8x ( J'B( ) x,y)dy) = J' f,(x,y) dy. Por loqueacabamos de probar (o y j ctes).

J.B( ) f(x.y)dy) =f (x, B(x)) . «_ Por Teorema Fundamental del Calculo.

\u
——4ﬁ” () = 2 (=[0 Frndy) =1 (x o)
Reemplazando en (*) obtenemos la formula de Leibnitz.

P = B(x) f (X, y)dy +f(x, Sx). B70) = f(x, a(x). &’ (x).
()
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CALCULO DE UNA INTEGRAL DOBLE MEDIANTE DOS
INTEGRALES SIMPLES SUCESIVAS.

El calculo directo (usando la definicion) de una integral mdltiple suele ser
complicado. Bajo ciertas condiciones puede calcularse una integral multiple
mediante integrales simples sucesivas.

Sea f :RcR*— R continua en R regién cerrada, acotada tal que :

R={(xy)e Rla<x<b,aq<y<pm}={(xy)e Rlc<y<d, oy <x<om}
Entonces f es integrable y vale:

tPyaa= [P (Pt apax = [4 (Y foxy) o dy.
J'J-R ja j C

ou(x) o(y)
y y
it ¢
R
X cl N\ X

Vamos a Bacer primerg, la demostracion para el caso particular de una region
rectangular.

Si R ={(xy)e Rla<x<b ; c<x<d}, probaremos:

”Rf(P) dA = j: (j:' f (x.y) dy) dx = j:' (j: f (x.y) dx) dy .

Demostracion.
b d b d . .
ja (jc f (x.y) dy) dx = jaF(x)dx, con F (x) = jc f(x,y)dy integral paramétrica.

Sea 7t una particion de R en n = p.q rectangulos R, obtenida trazando, sobre el lado
ab, p+1puntos de subdivisiony sobre el lado cd, g+1 puntos tales que:

A= Xo<X1< - <Xj< < Xp1<Xp=b. 'y

C=Yo<Yi< -+ <Yj<-<Ygq1<Xq=d 3¥q-
J

Yiu]

Yo X

Xo Xi-1 Xi Xp
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b Py Por T.V.M.C.I.
= ! Vi=1,.p. 3§ :
jaF(x)dx EJ.Xi_lF(x)dx p. 3¢

j: (j:' f (x.y) dy) dx

Xia< & < Xi.
p y vale:
= > F(&i)(Xi —Xi-1)
i-1
Pred
=2 jc f(gi,y)dy}(xi ~Xi-1). Nuevamente, por
= TV.M.C.I.
I Vji=1,..0 3In:
= i ifyj f (e, y)dy |(xi —Xi-1) Yir S mj <Y J
ooy Si PR y vale:
pl g
= 2| 20 Flemiyi - Yj-l)}(xi — Xi-1).
i=1] j=1

Llamando Ry al rectangulo parcial determinado por los puntos (x, y) tales que
Xii< X<Xi € Yja<y=<yj, VY Pk:(gi,nj), CoOMoO X1 < &i <Xi € Vi< n <Y,
resulta Pxe R« Y A(Rk) = (xi —Xi-1).(yj— yj-1) - Entonces podemos decir que:

b d L
[, oy dyde= kz:lf(Pk)A(Rk).

El 1er miembro es constante y las sumas de Riemann del 2do miembro tienen limite
cuando n— « Yy n(x) -0 porque f, al ser continua en un rectangulo es integrable.
Entonces:

) b cd L n
n(:)rio Ua (jc f (x.y) dy) dx] ;([:)m_)o[kz:lf(Pk)A(Rk)] .
n— oo N— o0

J: (f:l foydydx= [[ f(P)dA.  QED.

La otra igualdad se prueba anéllogamente.I

Probaremos ahora el resuldado cuando o y 8 no son ctes

Suponemos R= {(xy)e Rla<x<b ; ax)<y< gx 1}, y f continuaen R, por tanto
integrable.
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P(x)

Vamos a probar HR f(P) dAj (j f (x.y) dy) dx .

Inscribimos en R una poligonal de

lados verticales y horizontales tales

que el lado horizontal de mayor longitud
tenga una longitud & >0 y se pueda hacer
tan pequefia como se quiera. A los vértices
que se apoyan en ¢« los llamo Py, Py, ..., P,
y a los que se apoyan en 8 Qi, Qz, ..., Qn
La poligonal delimita una regién R que
N descomponemos en un numero finito n de
an ;k Bk b regiones parciales rectangulares Ry.

Jlg f(P)dA = ) Jlz, f(P)dA.

A la funcién en escalera constltU|da por la poligonal parcial Q; Q 1Q2Q%, .. lallamo
ﬂ y a la funcion que representa a la poligonal inferior la llamo « .

Estas son funciones continuas con un nimero finito de discontinuidades.

En cada intervalo (;k : Bk) a 'y 8 toman valores constantes.

g

Como V k=1,..,n Rk €S una regién rectangular,
H— f(P) dA= j jﬁ(x) f (x.y) dy) dx. Cuando sumamos sobre k , obtenemos

o(x)
Jlz t(P) dA = z Ik, 1) dA:IE(Ié(X) f (x.y) dy) dx. Cuando 8 — 0 ,

R>Rasay b b Por 10 tanto: ijf(P)dA_nm [lzf(P)dA

lim [~ (If(( 7 £ (xy) dy) de= [P0 1 (xy) dy) dx.

E|emplo.

Calcular el area de la region plana limitada por las curvas y
de ecuaciones: y=x+2 ; y=x°.

AR = ” dA = 'f ('f 9 d ) dx . y=xX+2 y=x

2 2
= j 1(x+2—x )dx =

N | ©
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Invirtiendo el orden de integracién tenemos:

y 4 ARR) = ﬂRldA+j R, 0A
X=y-2 £ - = I;dyj_{yﬁ dx + J.fdy'fy\_ryz dx
1, =[P 2fyay+ [Ty - (- 21y
N 4 19 9
7l " 376 2

Para integrales triples el resultado es:
_ _ B(x X g [ 4&Y
| = Hj F(x,y,z)dV = 'f 'f 'f F(x,y,z)dz .

ou(x) f(x,y)

a
y=Bx)

by OL(X)E\ — 7
X

Cambiando el orden de integracion, obtenemos:

JIf Fovav = Ty 2 af P VR 2y = ol 2Py 0 Ry, e

etc. Hay seis posibilidades. Se elige el orden de integracion que convenga.
Ejercicio:

1
Calcular mTE ydV. 1 es la region espacial interior al paraboloide

z=4 (x*+y*)yalcilindro x> +y*=1;y exterior a z:1-(x2+y2)
1 S V1-x2 4-(x2+yH)1 1 1-x2
Magvav= [Lof ol gve =] of "2 2 yam
:J-l y2 | V1-x?
2

—y1-x?2
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CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES MULTIPLES.

Puede ocurrir que el calculo de una integral en coordenadas cartesianas sea
demasiado complicado. En algunos casos, mediante un cambio de variables
adecuado, puede simplificarse la resolucion de la integral.

La férmula para el cambio de variables en integrales simples es:
b b .

[ foodx = [ fou)gdu.
a a

Donde g: [a’, b’ ]— [a, b] derivable con derivada g' continua; a=g(a’) yb = g(b).
u > x=g(u)

Enunciamos sin demostracion, el teorema de cambio de variables para integrales
dobles:
Teorema.
Sea g: D » R?

(u,v) - (x(uv), yuv) una transformacion continuamente diferenciable, inyectiva
en R ytal que det(g’)=0en Rc DcR.

Si R es un conjunto acotado cuya frontera estd formada por un ndmero finito de
curvas regulares , R=g(R)c R* y f: R> Racotada y continua , entonces:

[ foydxdy =[] f(g(uv)ldetgldudy.

El resultado sigue siendo valido ain cuando g no sea inyectiva en una curva
contenida en R' y det (g’) = 0 en los puntos de una curva contenida en R’

Ejemplo 1.
Si R es el paralelogramo de vértices (0,0) ; (2,0) ; (1,1) : (3,1) , la integral
HR(x+y)dxdy puede transformarse en una integral sobre un rectangulo mediante la

transformacion g(u,v) = (u+v, v).

y {x:u+v
_ » |11
y=v detg _‘o 1‘_1.
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”R(x+ y) dxdy = J-J-R’ (U+2v)dudv = J.OZ duJ.; (U+2v)dv.

= J.o (uv+v )‘0 u—J.O (u+1)| u—(7+u) =4

Ejemplo 2.
Coordenadas polares. g:D — R? D = R x[0,24]

(P, @)= (X(p.9), Y(0.0)

9
(X Y) p=0P , ¢ eseléngulo que forma el semieje Ox (eje polar)
con el radio vector p.

[2 . 2
X {szCOS(p p=yX"+Yy

_ =
y=psene ¢ = Arctg %
COSp —pSeno

detg’ = seng  pCco®

o y =10¢, X
g v YA

2m R2
-
/‘Z D Z \j\zx2+yzia2

©= 0o
/LJ g(D):R2

p:

0<0<2m delplanop ¢ enla

La aplicacion g transforma: el segmento{

circunferencia de ecuacién x° +y*=a? del planoxy.
y la semirrecta ¢ =¢, en la semirrecta y = tge, X.

La férmula vale aln \
cuando g no es inyectiva
en D porque transforma
el segmento p=0de D en
el punto (0,0) de R*y las
semirrectas ¢ =0¥ ¢ =2n
de D en el semieje ox de /

Si R< D esuna region acotada , R=g(R)
y f:R—> R?continua, entonces

[[fyydxdy = [[f(a(e.p)pdpde.
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Ejercicio

Calcular el area de la region en el ler cuadrante limitada por: las rectas 3y = X,

y =+/3X, y las circunferencias x> +y?=1, X’ +y*=4.

Las ecuaciones de las rectas y de las circunferencias en coordenadas polares, son:
T

1
J3y=x = Bpsenp =pcos¢p = tgp= == ¢=—.
NE 6

y:\/g)(:(p:g

X2+y2:1:pzcosch +pzsen2(p =1 = p2:1 = p=1
X¥+y'=4 = p=2.

¢ y -

ola wla
T T
w|
>

T

AR = HR pdpdcp=f,; dcpflzpdp=z :
6

Cambio de variables en integrales triples

El teorema de cambio de variables en integrales triples se enuncia igual.
Seag: DcR}* > R?

(u,v,W) = (X(u,v,w), y(uvw), z(uvw) continuamente diferenciable, inyectiva vy tal
que det (g') = 0 en D. Si t'< D es un conjunto acotado cuya frontera esta formada

por un nimero finito de superficies regulares, T = g(t') c R’y f:t — Racotaday
continua , entonces vale:

'UJ-T f(x,y,z)dxdydz = J:”T, f(g(u,v,w)|det g'|dudvdw.

El resultado sigue siendo valido ain cuando g no sea inyectiva 0 det (g') =0 en los
puntos de una curva o de una superficie contenida en t'.
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Ejemplo:

Calcular el volumen de una esfera de radio a, usando integrales triples.
La ecuacién de la esferaes x*+y*+ 7z =a’.

Ve Hj dxdydz. El célculo en coordenadas
T
cartesianas es complicado pues: h a

i
V=T o [ e =

Para calcular la in integral trlple vamos a usar coordenadas esféricas.
Coordenadas esféricas

X = p cosp send
Yy = p sene send

Z = pcoso .
(@A™ gl — = R x [0,2n] x [0,n]
) 3
(P.0.0)~ (xy,z) g(D)=R".
D R
0<p<w —w<X<w Xo Xo Xo
0<p<2t = < —w<Yy<m detg' = |y, Yo Yyo|=—p°senod
0<0<m —0<Z<® Zy Zo 1Zo

La ecuacion de la esfera de radio a, en coordenadas esféricases p =a
0<p<a —a< x<a

0<o<2n = —\/az—xzéyévaz—x2
0<0<n —\/az—xz—yZSZS \/az—xz—y2

0 /1

2T -

g transforma el rectangulo t’c D de ecuacion p = a en la esfera t del espacio XYZ.
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V= erdxdydz = mr,pzsene dodpdo = jozn d(pj(? 02dp j;‘ sen®do = %n a3 |
o]\

AP =5 Po Ecuacioén del cono en
Z coordenadas esféricas

—E%p ¢
0 =< 0, Ecuacion del plano en

coordenadas esféricas

- %

Para calcular el volumen de un elipsoide se usan las coordenadas esféricas elipticas:

X = apcosp send
y=Db psenp send
Z=C pcosH.

El determinante jacobiano de esta transformacion es abc p* sené .

Coordenadas cilindricas

3:DcRSR* D=R'xp21x R. g(D)=R {X= p COSQ

y= pseno

(P9, )X, Y,2) 71=7

z / z

T £ X Xe Xz| |cose —psene O

/ p=a detg =|y, Yo Yyz|=[sene pcose O|=p
Z, Zo 1z 0 0 1
—0
f p — y Laecuaciéndel cilindroes p=a.

p \ X/

Ejercicio : Calcular el volumen del solido en el 1ler octante, limitado por
1-z=x*+y* yporlosplanos x=y ; x=0; z=0.

En coordenadas cilindricas, las ecuaciones de los

planos x=y, x=0, z=0son respectivamente:
T T
=—, =—, Z=0.
¢ 4 ¢ 5

La ecuacion del paraboloidees 1-z=p?.
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INTEGRALES CURVILINEAS.
LONGITUD DE ARCO DE CURVA.

Sealacurvayc R® parametrizada por f:[a,b] > R® continua; v =T ([a, b]).

t > f(t) = (x@), y@), z()
YA

, , /J f(b) = Py
a 1 b f(t) =P
/ /f(a) Po

Si f esinyectiva y no se corta a si misma.
Consideremos una particién 7z de [a, b] mediante n-1 puntos de subdivision:
T ast<ty< <ty <t<<t<t,=b. n(m) = max{ | te—te | k=1,..n}

Sobre la curva tenemos los correspondientes puntos:

f(@="Po ..., Px1, Px,...,P.=F(b) ,quedeterminan una poligonal cuya longitud es
CP) =2 [ft) -ty - f(ti) = P«
k=1
z
Py
Pr1
a ta [ b / Py

Si existe el limite de ¢ (P) cuando n(n) tiende a cero al tender n a infinito y es
independiente de la particular poligonal, por definicidn, es la longitud de la curva y .

(o= tim Y ) - )]

n—oo

Cuando una curva tiene longitud se dice rectificable. Generalmente es dificil
calcular, usando la definicion, la longitud de una curva rectificable.

El siguiente teorema proporciona una formula para calcular la longitud de y cuando
f ' escontinuaen (a,b).
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Teorema

Sea y="f([ab]) talque f:[a,b]> R® es continua junto con f 'en (a, b),
t = f(t) = (xq), y©, 2v)
y Vte(@b) f'(t)=(000).

b
Entonces y es rectificable y £ (y)=[ |f'(t)] dt .

No damos en detalle la demostracion del teorema, sélo daremos un argumento que
justifica la validez del mismo.

Como f' es continua en (a, b), f es diferenciable. Si « es una particion de [a,b], V k
=1,...nes ft)—Tf(tca)="T"(tk1) (tk— ti1) + O(tk— te1) .

ot -t )
con . lim —X kL
twtk_1 tk_tk

=0 .
=)

Por lo tanto , si n(n) es suficientemente pequefia, V k =1, ... n podemos aproximar:

| tk) - f(tk-1)| = | f'(tk-1)| (tk —t,+) Y entonces

CP) =D |ft) - Fltka)] = D[ (tk-1)] (t—ties) -

k=1 k=1

1 n
lim f(tk)— f(tk—]_) = lim f'(t_ t, t )
n(n)—0 I(Z::1|| ” (-0 kzﬂn (tk 1)” (t )
N—0 n—oo

y como f’ es continua, || f’|| también es continua por lo tanto integrable.

n b
Por el teorema de Darboux Ii)m D k-] (tk —tes) = I||f’(t)|| dt
—0 k=1 a

n—o
Ce) =[] dt Q.E.D.

Una curva se dice regular a trozos si f ' es continua en un nimero finito de intervalos
(a, b). Esto permite calcular la longitud de curvas cuyo vector tangente

f’ tiene un cambio brusco de direccion.

Ejemplo

Calcular la longitud de la curva planay definida por f: [-1,1] —» R?.
t= ([t [t)
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Esta curva es regular a trozos f'(t) =
y

(-2t,-1) si -1<t<0
su grafica es:

(2t,1) si O<t<1

— x |l =vat?+1 .

= [0 Va2 crdes [ Vavrde=2 [ Va2 14t .
-1 0 0

Si hacemos el cambio de variable: 2t=senhu = dt= %cosh u du. Entonces

Vat> +1 =coshu .. /(y) = j;n(2+£)cosh2udu= \/§+%In(2+\/§) :

INTEGRAL CURVILINEA (de una funcién real)

Las integrales curvilineas son una generalizacion del concepto de integral
simple sobre un intervalo real.

Sea v una curva regular descripta por f:[a, b] > R® inyectiva.
t = f(t) = (X, y©), z(1).
y supongamos que en y = f ([a, b] )= R® esté definida una funcion real F acotada
F:y—>R
(X, ¥,2) > F(x,y,2)
Si efectuamos una particion = de [a,b]
a= t0< tl < e tk-l < tk P tn = b
logramos, como antes, una particion en 1.

Podemos interpretar a y como un alambre
y a F como la densidad, por unidad de

longitud, de una distribucion de masa en y.

n
Llamamos P = f () y formamos la suma Z F(Px) Ask donde s(t) = j; || du.
k=1

ASi =S(t) — S(tkr) = j;k | (u)] du— j;“ |f'(u)| du= Ltkk_l ()| du . Si existe

n
lim ZF(PK) Ask , es por definicion la integral curvilinea a lo largo de y de la
n(r)—0 k=1
n—oo

funcion real F y se denota jy F(x,y,z)ds. Si la funcién F es continua, existe el limite

n
b
y se puede probar 1 Iim > F(Pk) Ask = [ F(x, y®,z@)[ f dt .
n(n)—0 k=1 a
n—oo
b
Entonces resulta: I, Floy.2)ds= [ Fx.yo.z0) [fdt .
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Si interpretamos a y como un alambre y a F como la densidad por unidad de
longitud, de una distribucion de masa en y , la masa del alambre es la integral
curvilinea ij(x,y,z)dS.

INTEGRAL CURVILINEA (de un campo vectorial )

Supongamos ahora que la curva y esta contenida en DcR® y que en D esta definida
una funcién vectorial continua

F:DcR®>R®
(%Y, F(X,Y,2) = (F(xy.2),F(xy.2), F3(xy.2)) .
Si V(t) = &es el vector unitario, tangente a y en f (t), se define la integral curvilinea

1]

del campo F alo largo de y, a jylf.\? ds .

Es la integral de la
componente del campo en
la direccion de la tangente

j,Fids = [ F(rw).foa. a la curva

a

= fb [FL (x(0), (&), 2() X(t) + F, (x(t), (), 20) Y0 + F, (x(®), y(0), 2) 20)] dt .
Esta Gltima integral puede ser abreviada asi : J, Fidx+Fdy+F, dz.
Si F es un campo de fuerzas la integral curvilinea jylf.\? ds representa el trabajo
realizado para mover una particula a lo largo de vy .

Ejemplo
Calcular el trabajo W efectuado al mover una particula a lo largo de la curva

(x,y,2) = (t, t, ) 0<t<2; bajo lainfluencia del campo F (x,y,z) = (x+V, y, y).
2 2 o 34
W = J'O [(t+t).1+t.1+t2t]dt = J'O @+ 2?)de = =

PARAMETRIZACIONES EQUIVALENTES

La curva y del ejemplo anterior esta parametrizada por la funcion f
f:[0,2] > R® , v="f([0,21). Observemos que g:[0,4] - R® Y =9 ([0, 4])

t > (4t 1) us (L85
2'2" 4

es otra parametrizacion de vy .

Tanto f como g describen la curva y. La diferencia estd en la velocidad de
11u

recorrido, puesto que ()= (1,1,2t) y g'(u) = (5’5’5)' La direccion y el sentido
de los vectores tangentes son los mismos. Solo difieren en el modulo.

Esto significa que al crecer el pardmetro, el sentido de recorrido de la curva en
ambos casos es el mismo.

Cuando ocurra esto diremos que las parametrizaciones son equivalentes.
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y=X
JLz=§(x2+y2> 2= (¢ +y)

v ={(xy.2)eR®| O§x§2,y:x,z:%(x2+y2)} X J y =X
Consideremos ahora una curva y descripta por las siguientes funciones f y g.
f:[0, ni] > R? g:-1,1] > R?

t — (cost,sent) t (t,V1—t2)
y = y
o o
TN, Y
0t n -1 1 -1t 1 -1 1

La curva es la misma en ambos casos pues y = f ([0, «]) = g([-1, 1]) ; pero al crecer el
parametro t entre 0 y =, f describe la curva en sentido contrario al de g cuando t
crece desde -1 hasta 1. En este caso decimos que f y g no son parametrizaciones

equivalentes.

A continuacion vamos a definir formalmente cuando dos parametrizaciones de una
curva son equivalentes.

Definicion

fia,b] > R" vy g :[a, Bp] = R" , funciones continuas son parametrizaciones
equivalentes de una curvay — R" si existe una transformacion o :[a, p] —[a, b]
continuamente diferenciable tal que : Ut =)

a=@, b=¢@), o' (U)>0en(c,p) Yy g=foq.

Si dos parametrizaciones son equivalentes la funcion ¢ es creciente puesto que ¢~ es
positiva en (o, B). Luego, cuando crece el parametro u, también crece el pardmetro ty

asi f y g describen la curva en el mismo sentido. Hemos dicho que son

uu u2 0<t<?2

- - - _ 2 _
parametrizaciones equivalentes f(t) = (t, t, t) y g(u) = (E’?T)Con 0<u<a

En efecto, en este caso la funcion g es: t = ¢(u) = % y @ (u)= % > 0.
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Convenio: Cuando fy g describan la misma curva; pero no sean equivalentes, si
Ilamamos y a la curva descripta por f, llamaremos —y a la descripta por g, es decir a
la misma curva pero recorrida en sentido contrario.

Cuando f (a) = f (b) diremos que la curva es cerrada. La integral curvilinea a lo

largo de una curva cerrada se denota 4;7 . Parauna curva plana, se define

sentido positivo de recorrido al sentido contrario al de las agujas del reloj. Si la
curva esta en R® el sentido positivo de recorrido es el de un observador que deja la
region encerrada a su izquierda.

Sifen [a,b] y gen [a,p]son parametrizaciones dey y —y, respectivamente,
3 v :[a, B] —[a, b] continuamente diferenciable tal que : a= y(@), b= y(a),
U t=y(u) V)< oen(ap)y g="foy

PROPIEDADES (de las integrales curvilineas de funciones reales)

Para las integrales curvilineas de funciones reales, ademas de las propiedades: de
linealidad y monotonia del integrando y aditividad respecto de la curva (region de
integracion), vale la propiedad de invarianza respecto de la parametrizacion de la
curva. Esto es:

Si f y g son dos parametrizaciones de una curva y y F es una funcion real
definida en y entonces J' Fds no depende de la parametrizacion.

Y
Esto es: Jdes = j: F(F@) |f/)dt = ff F(g(w)g'(W)]du.

En consecuencia J' Fds= J' Fds.
Y Y

PROPIEDADES (de las integrales curvilineas de funciones vectoriales)

Las integrales curvilineas de campos vectoriales tienen las propiedades:

linealidad respecto del integrando, aditividad respecto de la curva e invarianza
respecto de parametrizaciones equivalentes de la curva . Esto es:

Sif y g son parametrizaciones equivalentes J' F.vds no depende de fy g.

Y
Pero jj ATENCION I1...

Si las parametrizaciones no son equivalentes entonces J' F.vds= —J' F.uds.
- Y

Ejemplo:
Si y esta parametrizada por f:[0,x] > R? y —y por g :[-1, 1] > R
t — (cost,sent) t— (t,V1- t2)

e v

jy— ydx+xdy = J.;t[—sent.(—sent)+cost.(cost)] dt = J.o dt = 7.

J- —ydx+xdy= J (—V1- t2 14t ) dt dt = Arcsent

=—T.
-1
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TEOREMA DE GAUSS-GREEN.

El teorema de Gauss-Green relaciona integrales dobles con integrales curvilineas.
Teorema de Gauss-Green:

1) Sea una regién R — R? cerrada, acotada y simple (cualquier paralela a los ejes
coordenados corta a la frontera de R en, a lo sumo, dos puntos o en los infinitos
puntos de un segmento de recta).

2 )Seay la frontera de R, una curva cerrada regular a trozos parametrizada de
tal modo que quede recorrida una sola vez, en sentido positivo (sentido contrario al
de las agujas del reloj).

3) Sea F un campo vectorial continuamente diferenciable en un conjunto abierto U
de R’ talque Rc U c R?. F:UcR?5>R?

)= Fxy)= (Faioy), Faixy)

Entonces vale:

I _‘i)dXdy = &Fl(x,y) dx + Fa(xy) dy .
Y

Demostracion:

Observemos que la integral doble existe porque ( ‘2&—%) es una funcion continua
X

en la region cerrada y acotada. ¢Que hipdtesis garantiza la continuidad de las

derivadas parciales ‘2& y %? Y la integral curvilinea existe porque F1y F, son
X

continuas a lo largo de vy. ¢ Por qué ?

Vamos a probar: HR —%dx dy = ?(Fl(x,y) dx |y ”R %dx dy = @Fz(x,y) dy|.
i

L B ﬁFl 0[P OBt
! - Srondy =—[ o] 22
a <
| a b X = _J.a F1 (%,B(x) - F1 (X, o) ] dx.

J'J'R—%dxdy :j: [F1(x,a(x)-F; (x.Bx)]dx. (1)
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~N Consideremos ahora la integral curvilinea.
YT A La curva vy es la unién de los arcos AMB yBNA..

M | AMB < XTU act<b ANB:< X7l o ac<t<b
- b y=aft) T —B(t) S

g) Fi(x,y) dx = I Fi(x,y) dx + I Fi(x,y) dx .
AMB BNA

=I Fi(xy) dx —J Fi(xy) dx .
AMB ANB

b b
= ja F. (t, o) dt — ja F, (t,B() dt.
thFl(x,y) dx = j: [F: (tow) -Fu (tpanldt.  (2)
Y
De(L) y (2): HR s axdy = QSFl(xy)dx . QED.

La otra igualdad se BLueba ggmanera analoga considerando a la curva y como la
union de los arcos MBN y NAM .

y
) N
N ed Y=t . y=t d A~
MBN : <t<d. MAN: <t<d.
JL><=<p(t) : {X— s(t) Al ?
-
Cro v
M X
Fz(X ydy =| Fay)dy + | Falxy)dy.
MBN NAM
d
j Fa(xy) dy — j Fg(x y) dy = jc F2(po.t) dt = [ " Fa(o(t) dt.
MBN

d
@SFz(x,y) dy =fc [F2(ot),t) -F2(c@),t)] dt .

oF2 o(Y)oF2 (x,y) .. — [ d
J.J. —dxdy j jc(y)a_x dx —jc [F2 (o), ¥) - F2(o(y), y)] dy .

. ”Raaixzdxdy: g}Fz(x,y) dy . QE.D.
Y
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Veamos que el teorema sigue siendo valido aun cuando algunas paralelas a los
ejes corten a la frontera de la region en méas de dos puntos como en el caso de la

region de la figura:

Y

Dividimos R en regiones parciales que cumplen las
hipdtesis del torema.

o=l Il Il
o=, 0 =t =1,

o=t 8,48,

— — — ——
Y1 =BGHAB ;| Yy, =BCFGB ,; Y3 =CDEFC ; Yy = BCDEFGHAB

P A e R s e s s B O

S
-I +I +I +I

CDEF GHAB
:I/_\ :§:y , ”R:§y . Q.E.D.
BCDE

Definicion: Una region R se dice simplemente conexa si toda curva cerrada C
contenida en R puede reducirse a un punto sin dejar de pertenecer aR .

region simplemente conexa. esta region no es

Q : simplemente conexa.

Para regiones que no son simplemente conexas, la tesis del teorema continla
subsistiendo siempre y cuando llamemos C al contorno total que se compone de C,

yC,.

Cl J-J-R_§C _§Cl+§02
Observacién

R Si la region no es simplemente conexa el sentido positivo de
recorrido del contorno o frontera de la regién es el sentido en que se debe
desplazar un observador para tener continuamente la regién a su izquierda.
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Dividimos R en dos regiones simplemente conexas:
B R, limitada por la curva cerrada AMTNBKA Y

- - —_—
R, limitada por la curva cerrada AHBNSMA .

H
Si llamamos: C;=BKAHB ; C,=NSMT; C =C; UG, .

o= llat Ty -

=kl o et e

Tl +L ol

HZE+L+% A N
- lat ta e

Jle=tetde, =§ - QED

Ejercicio.
Expresar el &rea de una region plana usando integrales curvilineas.

AR) = HR dx dy =1 §C xdy — ydx .

Enefecto F=(-y,x) . %_1 GLEY

ij(———l)d dy = Z-UR dx dy ;J Fi(xy) dx + Fa(xy) dy = §C— ydx +xdy .
~ AR) = HR dx dy :% §C xdy — ydx.

A continuacion vamos a estudiar integrales curvilineas que no dependen del
camino de integracion.

Dada en el plano una regién acotada R contenida en un abierto U donde esta

definido un campo vectorial continuo F = (X(x, y),Y(x, y)) , diremos que la integral
curvilinea jx dx +Ydy no depende en R del camino de integracion si para cada par

C

de puntos A B, arbitrariamente elegidos en R, la integral curvilinea no depende de

la curva que une A con B sino de los puntos que hayamos elegido.
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Si no depende del camino de integracion, la integral curvilinea de un campo a lo
largo de un camino cerrado vale cero. En efecto si Ay B son dos puntos

~N del camino cerrado AMBNA Y la integral no depende
Al o
- B del camino de integracion IAME jANB

| . 'L\/I\WB - j&'l\TB =0

= IAT\—/I\BI' IB/N_;\ = WAZO

CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE para que la integral
curvilinea de un campo no dependa del camino de integracion.

Sea F un campo vectorial continuamente diferenciable en D regi6n abierta vy
simplemente conexa de R®. F:DcR> R
o> F(xy) = (X0, Y ()

Condicion necesaria y suficiente para que la integral curvilinea del campo no

dependa del camino de integracién en D es: V (x y)e D, 2L = Xxy),

OX oy
Probamos primero que la condicion es suficiente. Esto es:
F(xy)= (X(xy), Y(xy))
continuamente diferenciable ) - .
y — laintegral curvilinea del campo no depende del camino
de integracionen D .
N (Y= XY onp . g
OX oy

Demostracion:

Sean C; y C; curvas contenidas en D que unen dos puntos Ay BdeD .
Queremos probar jx dx +Ydy = jx dx +Ydy
Cl C2
Lamemosy =C; U (—C;) . Resulta entonces que y es una curva cerrada, frontera de
una regién simplemente conexaRc D .
Por el teorema de Gauss-Green :

L(ﬁ—%)d X dy —(j;yxaxwdy

por hipétesis
(j;y Xdx+Ydy=0= dex+Ydy+ dex+Ydy: dex+Ydy- dex+Ydy:O
G ) Sl G2
dex+Ydy = dex+Ydy . Q.E.D.

G
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Veamos ahora que la condicion es necesaria.

F(x y)= (Xxy),Y(xy) cont. diferenciable
en D vy laintegral curvilinea del campo — Y (xy) = OX(xy) enD.

. . . OX oy
no depende del camino de integracion en D .

Demostracion:

aY(P

Razonando por el absurdo, supongamos 3P, € D tal que — > X,

o)
?an

AY(P,) _ OX (Po) (P, _ X (p

Entonces #0. Supongamos >0
ox oy ox oy
oY oX
Como = y > son funciones continuas, por el teorema de la permanencia del
signo, 3 B(Po) =D : V P € B¢(Py) NP _oXP) 0.
OX oy
oY oX .
H (Z--Z)dxdy > 0.Entonces, por el teorema de Gauss-Green es :
Be(Po) Ox oy

é; _ Xdx+Ydy >0; esto es una contradiccion porque la integral deberia ser
0B¢ (Po) igual a cero ya que por hipotesis la integral no depende
del camino de integracion. Luego debe ser :
Ne) = XP) QED.
OX oy

Ejercicio: Mostrar que en los siguientes casos:

VPeD

a) C circunferencia de radio 1 y centro (0,0),
b) C circunferencia de radio 1y centro (1,1),
c) C circunferencia de radio 2 y centro (1,0),

-- >

a) =2 b) 1=0. o) I = 2.

Marta Lagarrigue 97 Anélisis Matematico Il



FORMAS DIFERENCIALES EXACTAS

Veremos a continuacion otra condicion necesaria y suficiente para que la integral
curvilinea de un campo no dependa del camino de integracion.

Definicion:
Se Ilama forma diferencial en dos variables x e y a una expresion como la siguiente:

X(x, y)dx + Y(x, y) dy | (1)

La forma es continua si X e Y lo son.
Diremos que la forma diferencial (1) es exacta sii 3 en D = R* una funcién
diferenciable U : D —» R llamada potencial , tal que

dxy) = X(xy) A U(xy) = Y(x,y).
ox oy

Es decir : la forma diferencial es exacta exacta sii 3 en D = R* una funcién
diferenciable U :D — Rd, tal que dU = X(x, y) dx + Y(x, y) dy.

Cuando la forma diferencial es exacta el campo (X(x, y), Y(x, y)) se dice un campo de
gradiente por ser el gradiente del potencial U. Esto es:

VU =(X(x,y), Y(x, Y)).
VVamos a probar la siguiente

Proposicion
Condicion necesaria y suficiente para que la integral curvilinea de un campo
continuamente diferenciable sea independiente del camino de integracion es que el
campo sea un campo de gradiente o lo que es lo mismo, que la forma diferencial sea
exacta.
Demostracion
Sea F un campo vectorial continuamente diferenciable en D regién abierta y
simplemente conexa de R%. F:D cR*—> R?

(Y Fxy)= (X(0Y), Y(xY))
Lo que tenemos que probar es:

La integral del campo no depende Laforma X(x,y) dx + Y(x, y) dy
del camino de integracibnenD . < es exacta.

(<)
Supongamos que la forma es exacta. Entonces existe un potencial U(x,y) tal que

D = xxy)  n ZI0N = yey).
OoX oy

Como existen Z—Y(X’Y) A Z—X(X’Y) y son continuas ¢por qué?, resulta :
X y

Xxy)= °Uoy) — a*Uy) — 9Y(xy)

oy oyox oxoy oX Por el teorema de inversion del orden de derivacion.
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0 0 . : :
a_X(x,y): a—r((x’y) . Esto dice que la integral no depende del camino de
y integracion como queriamos probar.

=)
Supongamos ahora que la integral no depende del camino de integracion.
P T .

( D \ Sean: Po=(Xo, Yo) » P=(%Y) , Q= (x+h,vy).

\

L& /" Llamemos U(x,y)= [Xndé+YEndn.

N = -7 PP
Entonces
U (x+hy) = [X dE+Y dny .

POQ

U (x+h,y) —U (x,y) = jx dE+Y dn — jx dE+Y dn .
PoQ PoP
Como la integral no depende del camino de integracion: J' = J' + J‘

PoQ PP PQ
U x+hy) —U (x,y) = jx dE+Y dn .

PQ

) E=t dé=dt
Parametrizamos el segmento PQ :{ n=y x< t< {dnz 0

v+h

U (x+h,y) —U (x,y) = JjJrh X(t,y) dt.
Por el Teorema del Valor Medio del Calculo Integral, 3 6, 0<0< 1
U (x+h,y) = U (x,y) =h X(x+86h,y).

lim U (x+hy)-U lim X (x+6h, y) T
" (x+hy) U y)= Y = X (x,y) por la continuidad de X(x.y).
h—>o0 h h—0

. 9Uxy) = X(x.y) -
oX

De igual manera se prueba 2—lj(x’y) = Y(x,y) , considerando :

—_———
. ~

( Qi

\ TP ) 5 =X de=0
Co~7" ElsegmentoF’Qi{nzt y<t<y+k .. dp=dt

- ==

Y por lo tanto la forma diferencial X(x, y) dx + Y(x, y) dy es exacta Q.E.D.

¢Como se determina una funcién potencial cuando X dx + Y dy es exacta?
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Cuando la region lo permite elegimos un camino P,AP
tal que P.Al| al eje oy y AP || al eje ox .

Entonces la integral que define a U (x, y) = IPAP :

tiene la forma siguiente: U (x, y) = IP A+IAP :
0

U (xy)= ij:w(xo,n)dn + fX(@,y>d¢+Y(5mn.

y

U= [XENAE + [ Yoomdn . o U= [X(Ey)dE +(y)
Xo Yo ) Xo
o (Y)

X

Si llamamos U;(x,y) = j , U y U, difieren en una constante. En efecto:

P BP
1

U0 =l oo +Ui80) 5 U= [ Yoomdn + [X(Ey)ds + Ui y)

Yo Xo

S U (X y) — Ug(x,y) = cte.

Ejemplo:
Sea laforma (x*—2xy)dx— (x*+ y®+ 1) dy. Es exacta en todo el plano.

X(x,y) Y(x,)
Uy = [ -28y)de + oy).

x3 NG

U(x,y)=?—2y7 + ¢ (y) +Cte.

Como Z—U:Y,tenemos.:‘;’;—U = ¥ +(o'(y):—(X2+y2+1)
y y

o)==y -1
p®) =~ [ +Ddn="t——y +C .

3 3
Uxy= 2 - Y _yxt_y+C
x,y) 3 3y y
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FORMAS DIFERENCIALES EN 3 VARIABLES.

La forma diferencial X(x,y,z) dx + Y(x,y, z) dy + Z(x, vy, z) dz es exacta si existe
una funcion potencial U (x, y, z) que verifique:

W o=Xpys » M=y, Y=zxy2.
oX oy 0z
Si suponemos que X, Y, Z junto con sus 1® derivadas son continuas en una region D

— R® simplemente conexa, entonces: condicién necesaria y suficiente para que la
forma diferencial sea exacta es que en los ptos de la region se cumpla:
oY _oX oz _ oY oX _ oz

ox oy oy o0z | 0z oOx
La demostracion es similar a la del caso de dos variables.
Cuando la forma es exacta la funcion potencial esta dada por la integral :

Uy 2= J'XX(g,y, 2)dé +¢@(y,2) . EstaU satisface :

j—(:yz)d:+—(yz)-

ou op _
a_y_ ! 5(5 Y,2) dé +—(y 2)=Y (x,y,2) = Y(X//Z) -Y(Xo, Y, Z)+E(y,2)—Y(X/Z)-

Asi Z—(o(y, 2)=Y(X, ¥, 2) Y de la misma manera Z—(o(y, 2)=2Z(X Y, 2) .
Yy z
Determinamos ¢ como hicimos para determinar U en el caso de 2 variables.

Por lo tanto ¢ (y, z) = IyY(xo,n,z )dn + IZZ(Xo,yo,§)d§ .

Yo Zy

X y z
Uxy,2= [XEY2)dé + [Yxn2)dn + [Z(X,¥,,$) dS
Xo Yo Zy
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INTEGRALES DE SUPERFICIE.

Superficie reqular (definida paramétricamente).

Una superficie regular es un subconjunto Sc R® definido paramétricamente por una
funcion g:DcR* > R? continuamente diferenciable tal que

. u,v) = (X(u,v), y(u,v), Z(u,v))
Vuve D Guuw= X @y, Yuuw, ) Y Gy = (X @y), Yy, Zywy) son
linealmente independientes y S =g(D).

Ejemplo 1: X = U+ V. Gy @uv=(111), g,uv)=(1,-1,0)
g:R2—>R3 y=u-v. g es continuamente difble.
Z=u.
(UV)= (U+ v, u-v, u) X+y=27 {(1,1,1), (1,-1,0)} es un conjunto de
vectores linealmente independiente.
S={(x,y,2eR®|x+y=2z} .. Sesunplano que pasa por el origen.
Ejemplo 2 :
g: DcR? SR D=10,2x]xR. §,v)= (-senu,cosu,0), g, (u,v)=(0,0,1)
(UV) = (cosu, senu,v) X = COS U. g es continuamente difble.
y=senu {(-sen u, cos u,0), (0,0,1)} es un conjunto de
=V vectores linealmente independiente.
4+ =1
S={(x,y,2eR®¥|x*+y*=1}. .. Sesuncilindro.
Ejemplo 3 :
g:DcR >R D={(uv) uz0} .
(u,v) (U cosv, Usenv, u) g es continuamente difble.
X = U COS V. gy (u,v)= (cosv, senv,1) ; Gy (u,v)= (-usenv, ucosv,0)
é’f LL: senv {G,W.v), Gy(uv)} esun conjunto de vectores linealmente
— independiente .
2+ =7 .

S={(x,y, 2)eR®|x®+y*=7; (xy,2)%(0,0,0)}. . Sesun cono sin el Vértice.

Ejemplo 4 : Para la esfera usamos la siguiente parametrizacion:

. — _ X =T Sen v cos u
g:DcR >R ;D={(uv)| 0<u<2n;0<v<n}. Y= Sen v sen u

(u,v?—>(rsenvcosu, rsenvsenu, rcosyv) Z=1TrCoSV
Esfera sin los polos.

X2+y2+22: r.2

También podemos usar la siguiente parametrizacion para una semiesfera :
g:Dc R SR ;D={(xy) ¥+y’<r?}

X y) > Xy, Ari=x>—-y?) .
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Area de Superficie.

Sea S unasuperficie regular parametrizada por :

g:DcRF >R
(u,V)H (X(u,v), Y(u,v), Z(u,V)) .
N
Llamemos 22 ag )‘(—( u), —(u v, —Z<u,v)) 199 = (X, Luw, & —(u v)
o\ ou ov ov oV

—

0
\" i AV 9 (Uo, Vo

: R

Larecta v=v, se transforma sobre S enlacurva u — g(u;vo) cuya direccion en el
punto (u;v,) es la del vector (u vo) que podemos denotar g, (u, vo)

Y larectau=u, se transforma en lacurva v — g(uov) cuya direccion en el punto
(uov) es la del vector (uo v) , que denotamos gy (u,, V.

Una particion en D mediante rectas paralelas a los ejes coordenados, determina en S
una particion mediante curvas u — g(u;cte) , V — g(cte;v) .

El &rea de una region genéricaen D es AuAv yen S, cuando la particion es

suficientemente fina, el area ®x de S ( region genérica correspondiente 0

rectangulo curvilineo) , es aproximadamente igual aﬁgu >_<>gv|| AuAv, que es el area del

9
paralelogramo de lados guAT, gvAy en el plano tangente a S.

Este paralelogramo es la proyeccion de Sy sobre el plano tangente.
En resumen:
Sk : rectangulo curvilineo. Skc S

oy - areade Sy. oy Nn°real
|9, xg,|Auav : area del paralelogramo de lados §,Au, §,Av

H_/
n° real vectores del plano tangente a S
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ok % ||g, x g,]| AuAv .
Entonces, por definicion As , el area de S, que denotamos HS do €s:

As= [[ do=[_ [g,xg,]dudv .

N\s ¢cuales?
Observar que hemos definido el area de S como el limite de““sumas de Riemann”.

Si la parametrizacionde Ses: g:DcR? >R As tiene la forma:
% y) = (XY, f(xy)

As= ([ do=[ \/1+ 2o+ F3(xy) dxdy
En efecto :
—>

— - =

Eroin ™ 3 5
a—?( ) = (1,0, fy(xy)) ; 5—3 xy) = (0,1, f, (cy); a—?( (xy) <29

ay (X!y) :(_fX (X!y) [ _fy (X!y)ll)

5. 5
5 e ] = e oo

Ejemplo: hallar el area de la porcién del cono x? + y* = ( z- 4)> en el ler octante, entre
losplanos z=1,z=3 , y=43x , y=0.

Sestalque 1< 4—x2+y><3 Y (xy)> X Y 4—yx?+y?)

As :HD \/1+ Z3(x )+ Zy(x y) dxdy .

z

X X ]
2(2-4)5=2x = K= =
R
2(2-4)2x=2X = = X - X -

-4 —/x2+y2 X

S e =2 -
Ag:”R \/dedyZ\/EJ.J.R pdpde . '
Xy

LI a2
As =V2[3dp[ pdp = ==n .

IA

= o
IA
ooOO|FI

IA
v S
IA

Como en el caso de las integrales curvilineas, también existen integrales de
superficie de dos tipos: integrales de superficie de funciones reales e integrales de
superficie de campos vectoriales.
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Integrales de Superficie de Funciones Reales.

Sea S = R® una superficie regular de ecuacion z=f(xy), V (x,y) eDc R* vy sea
F una funcion real continua definidaen S F:S < R* >R, continua .
%y, ) F(xv.2)
Se define la integral de superficie de la funcion real F, que se denota dem, asi :
S

J.J.S Fdow = HDF(X, y, f(x,y)) \/l+ f)f(x,y)Jr f;(x,y) dxdy.

Si la parametrizacion de la superficie es g DcRF SR
(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v))

HS Fde :HDF(X(u,v),y(u,v),z(u,v)) ||gu gi”du dv .

Observar que la integral de superficie de la funcion real F =1 es el area de la
porcién de superficie.

Si interpretamos a S como la superficie de una lamina y a F como la densidad por
unidad de superficie &, de una distribucion de masa en S, la masa total de la
lamina es la integral de superficie de la funcion §. m :HS 5(x, Yy, 2)dw.

Vamos a definir ahora otro tipo de integrales de superficie. Las integrales de
superficie de campos vectoriales.

Las superficies que se consideran para definir la integral de un campo son las
superficies orientables también llamadas superficies bilateras porque se pueden
distinguir dos caras o lados. Las superficies con una sola cara se llaman unilateras.

Definicién: Una superficie S se dice orientable si puede definirse un campo
normal a S, continuoy distinto del vector nulo en cada punto.

En una superficie orientable, en cada punto (x,y,z) hay dos vectores normales a la
superficie: i yﬁz tales que h,= -ﬁl. Si g es la parametrizacion de S y llamamos ﬁl a
la normal que tiene la direccién de g.xg, , tenemgs la orientacion de una cara de la
superficie y ese campo de normales es distinto de © en cada punto. La otra cara de la
superficie tiene la orientacion determinada por la normal fis que tiene la direccién de
gvxQy. Y este campo también es distinto de gen cada punto.

Ejemplos de superficies que no son bilateras: la Cinta de Moébius y la Botella de
Klein
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Cintade Moegbius Botella de Klein
Integrales de Superficie de Campos vectoriales.

Supongamos que S sea una superficie regular parametrizada por
g:DcR* 5 R y F:UcR*>R® uncampo continuo en
(UV) = (X(uv), y(u.v), Z(u,v)) (X, ¥, ) (F1(xy.2), Fa(xy.2), Fa(xy.2))

un abierto Uc R® talqueS cUcR®.

Se define HS F.fi do , laintegral de superficie del campo F, como:
Hs |E N do = J.J.s (Fl(x,y,z) cosa + Fa(xy,2) cosf + Fs(xy,2) COS}/) do .

Donde i es un vector unitario normal a la superficie en cada punto.

Axyz) = (Cosa (xy.z), COSB (xy.2), COSy(xy.Z) . SuS componentes son los cosenos
directores de . Esto es, los cosenos de los angulos directores «, 3, y, que son los
angulos que forma fi con la direccion positiva de los ejes coordenados.

ﬁ — gu X gv . COSa = yu v — Ly Yy COSﬁ — Zy Xy —XyZy cosy = XYy = YuXy
”gu g, ” X gvu ”gu g, | ”gu G, |
oy, o(z, o(x,
Como Yolv —ZyYy = ﬁ v Ly Xy —X,Zy = 8:1,\)2 v XYy —Yuxy T 8((:\):)) .

Podemos escribir:

o(z,x)

= = _— a(y! Z) 8(X, y)
.”s F.ndo = J.J.D [Fl(g(u,v))m+ Fg(g(u,v))m + Fg(g(u,v))m] du dv.

Que se suele abreviar asi: HS F.f do = HS F, dy Adz + F, dz Adx + Fydx Ady .
O simplemente HS F.Al do = HS F, dydz +F, dzdx+ Fdxdy , por lo siguiente:
.”s F.f do = J.J.s [Fl(x,y,z) cosa + Fa(xy,z) cosf + Fa(xy,2) COS}/] do .

= ”S [Fl(x,y,z) coso da)JrﬂS Fa(x,y,2) cosp da)JrﬂS Fs(x,y,z) cos }/] do .
Para [[ Fs(xy.z) cos y dw parametrizamos la superficie S asi:

g: Ryc RR—>R? . La normal es
(xy)= (X, Y, 2(x.y))

=020 5 Gex0y= (1) [Gex 0= 1oz}

(O! 1! Zy(X, y))

©
bed
X
(o]
=
Lo
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cos y>0 si O<y<%
1

. . T
+ /1+ZE+Z§ cosy<0 sl - <y<m

Entonces
1
[Js Fatxyz)cosy dew = ”ny Fa(x,y,2(X,y)) A1+ z;X + 23 dx dy .
* \/1 +/z§/+ z

i =(cos o, cos B, cos y ) resulta cos y=

2
y

El signo depende del

Jls Fateyycosy de = fg,  Flxy.z(xy)) (+1) dxdy angulo y

Para [[ Fa(xy.2) cos 8 do parametrizamos la superficie S asi

g: R, RP5R® ypara Para [[; Fixyg cos @ do , @:Ry,c RP-R’®

x2) (X, Yx. 2) , 2) (.2 (X(v.2), Y, 2)
Ejemplo:
Sea F=(x,y,z) un campo vectorial y S la cara exterior de la superficie de la
semiesfera de ecuacion : x*+y*+z°=1 con z>0. (SiS es la cara exterior, la

normal apunta hacia afuera ) L
Calcular HS F.A do . F'#ﬁ Si parametrizamos la superficie asi :
il Jl i
fi=g,xg, X = sen v cos u O<u<2m : 0<v<?®
y = senvsenu 2
gv(u, v) = (cos v cos u, cos v sen u, —senv) . Z= Ccosv B
gu(u, v) = (- sen v sen u, sen v cos u, 0). ;por que?
|G, x . |= I sen” v cos u, sen® vsenu, senvcosv)| = [senv| =senv .
> > >
n=g,xgy lanormalapunta hacia fuera de la superficie
> > >
-N= Qux0y

H F.Ado —” (sen v c0s u)( sen®v cos u)+( sen v sen u)(sen® v sen u)+ cos v( sen v cos v)du dv.

—” sen’ v (cos’u + sen®u ) + sen v cos?v ] du dv.

—” senv(cos vV + sen v)dudv ﬂ senvdudv = _[ du _[ senv dv =2 . I
D D
Otra forma de resolver el problema es calcular cada una de las integrales
”s Faxy,z)cos y do ”s Fa(xy,2) cos 8 do ”s Fi(xy.z) cos a dw, Yy sumarlas.

Veamos que ([ Faxy2) cos B do = [[_ Facosp do +[[  Frcos B do = = 2”

[, Facosp do —J'J'R J1-x2—2% (+1) S 4
>J.J. F,cos B dow _J.J.R m( 1) dx dz
resolviendo en polares ”R 2m dx dz = 2;

2 -
Analogamente HS Fi(xy,z) cos adw = ?7[ J.J'S Fa(xy.2) cosy do = 2?” J. s F.ndo=2n
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TEOREMA DE GAUSS-OSTROGRADSKI.

El teorema de Gauss-Ostrogradski, también llamado teorema de la divergencia,
relaciona integrales de superficie con integrales triples.

Teorema de Gauss-Ostrogradski:
Sea T una regién cerrada y acotada en R® ( T es un sélido), cuya frontera es una
superficie S regular a trozos tal que en cada punto el vector normal a S apunta hacia
afuera de T (orientacion positiva de S).
Sea F: AcR*» R® un campo vectorial continuamente diferenciable

P (Fi(P), F2(P), F3(P))  tal que A es abiertoy Tc A.
Entonces HSF.n do = [[f L divF dv .

Demostracion:

Por las hipdtesis hechas, la superficie S se compone de un casquete superior Sg , uno
inferior S;, y la porcion lateral de superficie S, que en algunos casos se reduce a una

curva. S=S;US; US, . Z Ss? ;},
. oF, O0F, OF,
[[f ¢ divF dv = []] - G+ TR ) dxdy dz < el S
_ /
” F.ndo= ” (F1(xy.z) c0Scr + Fa(xy,z) COSS + Fa(xy,z) cosy)dew . Sa
S S
oF _ ¥
Vamos a probar mT a—;dxdydz —HS Fa(xy.2) cosy de S, J \]v ,
) , a A,
y con un razonamiento analogo se demuestran las C
otras dos igualdades: b '
X
Y Ry \E

F oF
IIIT %dxdydz :HS Fi(xy,z) cosa dw . IIIT a—;dxdydz :HS Fa(xy,z) cosfB do .
El s6lido T y la region R,y estan definidos por :

T={(y )]asx<b; yi()<y< yax); z(x )< Z < 25(x,y) } -
Ry={ (% y)[a<x<b; yi()<y < y,() }
”s Fa(x,y,2) cosy do = ” Ss F3(x,y,2) cosy dow +” Si Fa(x,y,2) cosy do +” Sg F3(x,y,2) cosy do .

Para calcular Fs(xy.2) cosy dew , parametricemos S y S, .
S 1
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S : 9:RycR* > R - laecuacionde S, es z=1zy(xy
X V)= (X, Y, Za(x, v))

X

i =(cosa,cosp,cosy) ; M= _9xxQy

+ )9, < 9y

X7 01, 01, 01,
X = 1,0,_ X O'l’ = _ , — '1
gxgy(ax)(a)(ax ay)
1 /A

. COSYy= ——— pues cosy>0 porque O<y <—.

+lo.<g)]

2
” g Falxy2) cosy do = ”R F(x,y,2,(x.y)) L ng%,udxdy )
S N ng %H

|H S. Fa(xy.2) cosy de = Uny F3(x,y,Z,(x y)) dxdy |

Ss: g:RycRR- R - laecuacionde Si  es z=zi(x )
X V) (X% Y, Za(x )
X
fi = (cosa,cosB,cosy) ; A= _9xxGy
+oyx g
. COSYy= pues cosy <0 porque = <y <.

-lo.xa, :
| ” S; Fa(xy,2) cosy o = ”ny — F5(x,y,2;(x,y)) dxdy |

] g Faxyz) cosy do =0 pues cosy=0 porque y= % Por lo tanto
Y4

HS Faxy.2) cosy de = Uny Fa(x,y,Z,(x y))dxdy — ﬂny Fs(x,y,Zy(x. y)) dxdy | (1)

oF b %00 Bl 5E b y2(%)
Il Zrdaydz =[x [dy [ —2dz= [dx  [[Fa(xY,2,009) =Fe(xyzem]dy.
: 2 w0 a7 a oy

:”ny F3(x,Y,Z,(x y) dxdy - URXy F3(x,y,21(x y)) dxdy . .-

oF
(1 “dxdydz = ”ny F3(x,y,Z,(x y)) dxdy — URXy F3(x,y,zy(x y))dxdy | (2)

De (1) y (2) se sigue mT aa—F;dxdydz :HS Fa(xy.2) cosy de , COMO queriamos probar.
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Ejemplo.
Sea F=(xy,z) y S el solido limitado superiormente por la semiesfera de

ecuacion: x*+y*+z°=1 con z>0.e inferiormente por el plano z= 0.
Calcular la integral de superficie

Si: X2+y?+7%=1; z>0.

Como se cumplen las hipdtesis del teorema de Gauss-Ostrogradski,
[[F.ido = [[f ; divF dv
S

mT divE dv = mT 1+1+1)dV =3V(T) = 3.

N |-

4
—1 == 271.
3

” F.Aidow =21
S

Observar que [[. F.fi dw.= [[. F.Ai do + [[. F.A do.

que [ JIs Ik,

J.J.s F.A do =2n ( como se ha obtenido en el ejercicio de pag. 107 . Ahi S, era$S;)
1

” ﬁ_ﬁda):ﬁ xcosadw +ycosBdw+ zcosydw =0 porquea:ﬁzz;y z=0
S, SZ 2

Con respecto a la orientacion de las caras de una superficie bilatera que no es la
frontera de un sélido, observemos lo siguiente.

Al elegir una cara de la superficie bilatera, en cada punto la normal n apunta en un
sentido y, en el mismo punto en la cara opuesta, la normal es -n.

Sea S es una superficie regular, parametrizada por g: Dc RZ > R®
(UV) = (X(UV), Y(uv), Z(uv)),
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Al dividir S en un namero finito de celdas (superficies parciales que provienen de
una particion en D) se asigna, a los puntos de cada celda, un sentido positivo de la
normal n”determinando un sentido de rotacién en los lados (el de un tornillo de
mano derecha). Cuando la superficie es bilatera, en cada cara de la superficie, las
celdas contiguas tienen en la parte comun, sentidos opuestos, por lo que el borde de
S es una curvaC cerrada recorrida en sentido positivo (el sentido en el que un

observador caminando a lo largo de C deja a la superficie S a su izquierda)

El teorema de Stokes o teorema del rotor relaciona integrales de superficie con
integrales curvilineas.

TEOREMA DE STOKES

Sea S una superficie bilatera y por lo tanto orientada, acotada cuyo borde es una

curva C . Supongamos una de las 2 caras de S como positiva y orientemos C en el

sentido positivo.

Sea F: UcR’- R®un campo continuamente diferenciable en U abierto tal que S < U.
(X, y.2) = (Fi(x,y. 2), Fa(x, y. 2), Fa(x, y.2))

Entonces :
[[rotF.i dw = ?Fldx +F,dy + F5dz.
S »
- oF, oOF, . oF OF_ . OF OF .-
rotF = (— - = 2) T + (- —) ]+ (=2 - Y k. 4
oy 0z 0z  OX ox oy
Demostracion:
Para la demostracién vamos a suponer a S parametrizada f
por g, asi: —™C y

0: ny—)R3 N = (cos a, cos B, coS %)
% y) = (X, Y, z(x,Y))
4

X
Suponemos 0<y< 5 C
9xx9y 1 .| cosa _cosp

n = - (-ZX ,'Zy, 1) . .o
[SCTH
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= oF, OoF oF oF oF
HrotF.n dw :J._[ [(— - —%)cosa +(—2——2) cosp +(—2—@) cosA ] dw =
S ST oy oz 0z 0Ox ox oy

oy
Vamos a probar:
” [(— ——ycosi)] dw iFl(X’ y,2)dx | (*)
Y de igual manera se prueba
T2 d OFs cosq - 2 dw =9 Fydz
Ik [( y.y (G ~cosp)] dw !ﬁcs

gSCFl(X' Yy, 2) dx :93 Fi(X, Y, z(x, y)) dx :95 XX, y)dx . donde Fi(X,V, z(x, y)) = X(X, Y)
C C

Por el teorema de Gauss Green es :

ﬂSX(x y)dx——ﬂR —dxdy— _”R (ﬁJrﬁzy)d xdy
aF ok,
:_.”R (—+EZy)dXdy:—ﬂs(El+%zy)c03ydw

:J'_[S [(%(—zy)cosy —aaiylcos;/)] dw. De (1) (-zy)cosy = cosp

cos B

oF oF
“|Y Fix,y,2)dx = —L ——2Lcosa)] d
?C 1(X,y, z) dX ”S [( . cosp oy cosA)] aw

Que es (*), lo que queriamos probar.

La integral de superficie de un campo se llama el flujo del campo a través de la
superficie en la direccién de la normal y la integral curvilinea de un campo a lo largo
de una curva se llama la circulacion del campo a lo largo de la curva.

El teorema de Stokes dice que el flujo del campo rotor F a través de S en la direccion
de la normal es igual a la circulacion de F a lo largo de C en el sentido positivo.
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