TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO DIFERENCIAL

Sea f:DcR?—R diferenciable en el interior de D. Sean Ac D y Be D tales
que el segmento de extremos A y B estd contenido en el interior de D, entonces
existe C perteneciente
al segmento AB talque  f(B)- f(A)=Vi(C).(B—A).

y
Demostracion 1
e Si A=B latesis es trivial ya que resulta 0 =0.
« Si A=B,por ser AeD y BeD eSS|empre

posible determinar puntos A'e D y B'e D
(ver figura) tales que :

1) AB C AB' C D
2) VPe AB' P=A+t(B-A), te(-gl+es) ye>0.0

Los valores que toma fen A'B' son: f(P)=f(A+t(B-A)) con —s<t<l+e
Entonces definimos la funcién:  ¢(t)= f(P)= f(A+t(B—A)) para —e<t<l+e

¢Existe ¢'(t) si te(—e,1+&)?  Cumple ¢ las hipétesis del T.V.M.C.D para
funciones de una variable en [0,1]?

Observamos que:
e ¢ esunafuncion compuesta:

#t) = f(A+t(B=A) = (a0 Ya)+tl(xe,¥a) = (%0, ¥a)])
= f (X, +t(Xg = Xa ) Ya +1(Ys = Va)) para —e<t<l+eg
Luego ¢(t): f(x, +t(XB —Xa) Y +t(yB —ya)) = F(x@t)y(t)) para —e <t <l+e
e ¢ escontinuaen —eg <t <l+¢ por ser composicion de funciones continuas: “ f

(13

es continua ya que por hipotesis es diferenciable en D y “X” e “y” son
continuas por ser funciones lineales.
e ¢ esdiferenciable en —g <t <1+ ¢ por la Regla de la Cadena ya que: “f“es

diferenciable por hipdtesisen D y “x” e “y” son derivables respecto a “t” por
ser funciones lineales.

Utilizando la Regla de la Cadena, podemaos calcular la derivada total de ¢ respecto a “t”
para —e <t<l+eg

¢’(t): fx (XA +t(XB - XA)' Ya +t(yB - yA))X,(t)+ fy(XA +t(XB - XA)’ Ye +t(y5 - yA))y'(t)

(1) = fx (XA+t(XB_XA)’yA+t(yB_yA)) (XB_XA)+
fy(XA +t(XB _XA)’ Ys +t(yB - yA)) (yB - yA)
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Pero, para —g <t<l+e (X, +t(Xg—X,),Ya+t(yg—V,)) = A+t(B—A) =
PeAB
Entonces (1) = ((f, (P), f,(P)((Xg —X4), (Y = ¥a)) = VI (P)-(B-A)
B-A
=[B-Al (Vf(P)-io—)=[B-A| D, 1(P)
” _A” IB-Al
Luego ¢'(t) =[B-A| Dy, f(P) —e<t<l+s, e>0 y PcAB
[B-A]
Entonces ¢ es continuaen [01]c (~&l+¢)yesderivable en (01)c(-&l+¢) pueses

derivable en (—&1+¢). Lafuncién ¢ cumple en el intervalo [0,1] las hipétesis del
Teorema del

Valor medio del Célculo Diferencial para funciones de una variable, luego vale también
la tesis:

#(1)-4(0)=40)(1-0) 0<o<1

Igualdad que expresada en funcion de f toma la forma:

f(B)- f(A)=|B-A| Dy f(A+6(B-A)) 0<6<1 (1)
[B-A]
Pero si 0<@<1=A+0(B—A)=C c AB yporser f diferenciableen ABc D por

hipotesis

Dy, f(C)=Vi(C) ot = L _vi(C)(B-A)

. = \V4i
oA [B-Al [B-Al

Luego reemplazandoen (1)  f(B)— f(A)=Vf(C).(B—A) con CeAB que
es la tesis.
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